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1 Dowodzenie poprawnosci algorytmow

Przed dowodem poprawnosci

{(n>0)and (m >0)} warunek wstepny (asercja wejsciowa)
begin
iloczyn = 0;
N :=n;
repeat
iloczyn := iloczyn + m;
N:=N-1;
until N = 0;
end;
{iloczyn = n xm} warunek ostateczny (asercja wyjsciowa)

Po przeprowadzeniu dowodu

{(n > 0) and (m > 0)}
begin
iloczyn = 0;
N :=n;
repeat
{Niezmiennik: (iloczyn + N *m =n+m) and (N > 0)}
iloczyn := iloczyn + m;

N:=N-1;
{(iloczyn + N xm =n=*m) and (N > 0)}
until N = 0;
{(iloczyn + N xm =n=+m) and (N =0)}
end;

{iloczyn = n*xm}

Proces obliczeniowy

Instrukcje Woyniki obliczen Niezmiennik iteracji

n=5 m=38

iloczyn := 0; N :=mn; tloczyn = 0, N =5,m = (0+5%8=40) and (N > 0)
iloczyn = iloczyn+m N :=N —1 | iloczyn = 8, N =4, m = (8+4%8=40) and (N > 0)
tloczyn :=iloczyn+m N :=N —1 | iloczyn =16, N =3,m =8 | (16 +3 %8 =40) and (N > 0)
tloczyn :=iloczyn+m N :=N —1 | iloczyn =24, N =2,m =8 | (24+2x8 =40) and (N > 0)
tloczyn :=iloczyn+m N : =N —1 | iloczyn =32,N=1,m =8 | (32+ 1x8 =40) and (N > 0)
tloczyn :=iloczyn+m N := N —1 | iloczyn =40, N =0,m =8 | (40408 = 40) and (N = 0)

Procedura assert oraz przyktad jej uzycia

procedure assert(b: Boolean; t: string);
if not b then write(t);

assert((n > 0) and (m > 0), “not 17);
begin
iloczyn = 0;
N :=n;
repeat
assert((iloczyn + N xm =n+m) and (N > 0), “not 27);
iloczyn := iloczyn + m;
N:=N-1;
assert((iloczyn + N xm =nxm) and (N > 0), “not 3”);
until N = 0;



assert((iloczyn + N xm = nxm) and (N = 0), “not 4”);
end;
assert(iloczyn = nxm, “not 5”);

1.1 Aksjomaty arytmetyki liczb

Przemiennosé dodawania i mnozenia
rt+y=y+cx
TxYy=Y*x
lacznos$é dodawania i mnozenia
(+y+z=2+(y+2)
(xxy)xz=x*(y*z)
Rozdzielno$¢ dodawania i odejmowania wzgledem mnozenia
xx(y+z)=z*xy+axz
xx(y—z)=x*xy—x*x2

Inne
r+0=zx
zx0=0
r*xl==x

1.2 Prawa rachunku zdan

el, e2, e3 — zdania

1. Prawa przemienno$ci
(el Ne2) = (e2 Nel)
(elve2)=(e2Vel)
(el =e2) = (e2=el)
2. Prawa lacznosci
el A (e2Nne3)= (el Ne2) Ae3

elV(e2Ve3d)=(elVe2)Ve3

3. Prawa rozdzielnosci
elV (e2Ne3)=(elVe2)A(elVe3d)

el A (e2Ve3)= (el Ae2)V (el Ae3)

4. Prawa De Morgana
—(el Ae2) = —el V —e2
—(el Ve2) = —el A —e2

5. Prawo podwdjnego przeczenia
—(—el) =el

6. Prawo wylaczonego Srodka
el V —el = true

7. Prawo zaprzeczenia
el A —el = false

8. Prawo implikacji
el = e2=-el Ve2

9. Prawo ré6wnowaznoS$ci
(el=e€2)= (el = e2) A (e2 = el)

10. Prawa upraszczania alternatywy



el Vel =el
el Vtrue = true
el V false =el
elV(elne2) =el

11. Prawa upraszczania koniunkcji

el Nel =el
el Atrue =el
el A false = false

elN(elVe2) =el

12. Prawo identycznosci
el =el

1.3 Reguly dowodzenia (wnioskowania)

Fi, ..., F, oraz G sa predykatami (asercjami).
Znaczenie: Jedli Fi,..., F, sa prawdziwe (zalozenia), to mozna udowodnié, ze G jest
prawdziwe (teza).

Instrukcja przypisania

{A(x — E)} z := E {A}
Instrukcja zlozona

{A} P {B} , {B} P, {C}
{A} begin P;; P, end {C}

Uogoblniona reguta dowodzenia dla instrukcji zlozonej

{Aifl} PZ {Az} dlai = ]., ey N
{Ap} begin P;; Py; ... ; P, end {A,}

Reguly dowodzenia wazne dla kazdej instrukcji
{A} P{B}, B = C
{4} P {C}

A = B, {B}P{C}
{A} P {C}

2.

Jednoczesny zapis obu regut

A= B,{B}P{C},C = D
{A} P {D}

Instrukcja alternatywy

{A AN B} PL{C}, {A A -~ B} P2{C}
{A} if B then P1 else P2 end if {C}

Instrukcja warunkowa

{AANB}P{C},{AN-B = C}
{A} if B then P end if {C}




Instrukcja iteracji “dopdki”

{A AN B} P{A}
{A} while B do P end while {A A - B}

Instrukcja iteracji “powtarzaj”

{A}y P{C}, {C N -B = A}
{A} repeat P until B {C A B}

Instrukcje iteracji “dla”

1. for z := a to b do S end for;

0 znaczeniu
if a < b then

T = x1; S
T = x9; S
T = xp; S
end if;
gdzie x1 = a, x,, = b oraz x; = succ(x;—1) dlai=2,..., n.

2. for z := b downto a do S end for;

0 znaczeniu
if b > a then

r = x1; S
T = x9; S
T = xp; S
end if;
gdzie x1 = b, x,, = a oraz x; = pred(z;—1) dlai =2, ..., n.

Reguly dowodzenia

{la <z <b A P(a.x)}S{P(a. x|}
{P([])} for z := a tobdo S end for {P([a .. b])}

{la <z <b AN P({z..0)}S{P(x. b))}
{P([])} for z := b downto a do S end for {P([a .. b])}

Przyktad

{Algorytm dzielenia catkowitego: ¢ = = div y.}
{(z>0) and (y > 0)}

begin
q:=0;
ri=ux;

while 7 > y do
{(zx=g*y+r)and (r>0) and (r >y)}

ri=Tr—;
q:=1+g¢;
end while;
end;

{(x=qg*y+r)and (0<r<y)}



1.4 Dowodzenie skonczonosci algorytmow

Przyklad 1

{(n > 0) and (m > 0)}
begin
tloczyn = 0;
N := n;
repeat
{0 < N = N()}
tloczyn = iloczyn + m;
N :=N-1;
{0 < N NQ}
until N = 0;
end;

Przyktad 2

{(x>0) and (y > 0)}
begin
q:=0;
ri=x;
while r > y do
{r >0}
r:=r —y; {r zmniejsza si¢ pozostajac nieujemne bo r > y}
qg=1+g¢
{r > 0}
end while;
end;

2 Zlozonos$¢ obliczeniowa algorytmow
2.1 Obliczanie wartosci wielomianu

W(x) = apa" + an—1$n71 + o+ ax® + ax + ap

Algorytm 1: Bezposredni (na podstawie wzoru)

begin
W := a[0];
for i:=1to n do
p =

for j:=1toi—1do
p:=px*x; {Potegowanie zastapione mnozeniami.}
end for;
W :=ali] *p+ W;
end for;
end;

Algorytm 2: Hornera

W(z) = (anz" ' 4ap 12" 2+ .. 4+ ax+a))r+ag =

= (@™ %+ ap 12" 3+ ... +a)r+a)r+a =

= ((...(anx+apn-1)x+ an—2)x+ ... +az)x+a1)x+ap



begin
W := a[n];
for i :=n —1 downto 0 do
W =W xx + ali];
end for;
end;

2.2 Mnozenie liczb catkowitych

Zadanie: Nalezy wymnozy¢ dwie liczby catkowite dodatnie: n*m, n < m

Algorytm 1

begin
iloczyn = 0;
N :=n;
repeat
iloczyn := iloczyn + m;
N:=N-1;
until N = 0;
end;

Algorytm 2

begin
iloczyn = 0;
N :=n;
5 =m;
while N > 0 do
if odd(N) then
iloczyn = iloczyn + s;
end if;
N := N div 2;
s:=2xs;
end while;
end;

2.3 Znajdowanie maksymalnego (minimalnego) elementu

Algorytm 1

begin
Mazx = A[l];
i =1
while i < n do
=1+ 1;
if Afi] > Max then
Mazx = Alil;
end if;
end while;
end;

Algorytm 2 (z wartownikiem)
begin

i:=1;
while ¢ <n do



Mazx = Ali];
Aln+1] := Maz;  {Ustawienie wartownika.}
1:=1+1;
while A[i] < Maz do
=1+ 1;

end while;

end while;

end;

2.4 Jednoczesne znajdowanie maksymalnego i minimalnego elemen-
tu

Zadanie: Nalezy znalez¢ jednoczesnie maksymalny i minimalny element w n-elementowym
zbiorze S

Algorytm 1: Szukanie elementu maksymalnego i minimalnego oddzielnie

begin
Maz := dowolny element zbioru S;
for pozostalych elementéw z ze zbioru S do
if x > Max then
Mazx = x;
end if;
end for;
end;

W podobny sposéb mozna znalezé element minimalny.
Algorytm 2: Metoda ,dziel i zwyciezaj” (ang. divide and conquer)

Ograniczenie: Liczba elementéw zbioru S winna byé potega liczby 2, tj. n = 2* dla pewnego

k.
procedure MazMin(S);
begin

if #5 =2 then

Niech S = {a, b};
return(MAX (a, b), MIN (a, b));
else
Podzieli¢ S na dwa réwne podzbiory S1 1 52;
(maxl, minl) := MazMin(S1);
(max2, min2) := MazMin(S2);
return(MAX (maxl, maxz2), MIN (minl, min2));
end if;
end;

2.5 Mnozenie dwoch n-bitowych liczb dwéjkowych

function mult(z, y, n: integer): integer;
{z oraz y sa liczbami calkowitymi ze znakiem (z, y < 2").
n jest potega liczby 2. Wartoscig funkcji jest « - y.}
s: integer;  {s przechowuje znak z - y.}
ml, m2, m3: integer; {Wartosci iloczynéw czesciowych.}
a, b, ¢, d:integer; {Lewe i prawe poléwki ziy.}

begin
s :=sign(x) * sign(y);
x :=abs(x);
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y :=abs(y); {Uczynienie z i y dodatnimi.}
if n =1 then
if (x=1) and (y = 1) then
return(1l);
else
return(0);
end if;
else
a := bardziej znaczace 5 bitéw x;
b := mniej znaczace 5 bitéw z;
c := bardziej znaczace 5 bitow y;
d := mniej znaczace 5 bitéw y;
ml := mult(a, ¢, 5);
m2:= mult(a —b, d—c, §);
m3 := mult(b, d, §);
return(s * (m1 * 2" + (m1 + m2 + m3) x 22 +m3));
end if;
end; {mult}

2.6 Sortowanie przez taczenie

procedure SORT(i, j: integer);
begin
if i = j then
return(z;);
else
me=(i+i—1) /] %
return(ZACZENIE(SORT (i, m), SORT(m + 1, j)));
end if;
end;

3 Kopce i kolejki priorytetowe

3.1 Procedury operujace na kopcu

procedure przemiesé_w_gore(p: integer);

{Element A[p| przemieszczany jest w gére kopca.
Warunek wstepny: kopiec(l, p—1)ip > 0.
Warunek ostateczny: kopiec(1, p).}

var d, r: integer; {d — dziecko, r — rodzic}

begin

d:=p;

loop
{Niezmiennik: kopiec(1, p) z wyjatkiem by¢ moze

relacji pomiedzy A[d] i jego rodzicem. 1 < d < p.}
if d =1 then
break;
end if;
r:=d div 2;
if A[r] < A[d] then
break;
end if;
zamiana(Alr], Ald]);
d:=r;
end loop;
end; {przemiesé_w_gdre}
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Procedura przemiesé_w_gore z uzyciem wartownika

procedure przemie$é_w_gore(p: integer);
var d: integer;
x: ...;  {Typ zgodny z typem A.}
begin
x:= Alp);
Al0] == x; {Ustawienie wartownika.}
d:=p;
loop
r:=d div 2;
if Alr] < z then
break;
end if;
Ald] := Alr];
d:=r;
end loop;
Ald] := z;
end; {przemie$é_w_gdre}

procedure przemie$é_w_ddl(p: integer);
{Element A[l] przemieszczany jest w dél kopca.
Warunek wstepny: kopiec(2, p)ip > 0.
Warunek ostateczny: kopiec(1, p).}
var d, r: integer;
begin
r:=1;
loop
{Niezmiennik: kopiec(1, p) z wyjatkiem by¢ moze relacji
pomiedzy Alr] i jego dzieémi. 1 <r < p.}
d:=2xr;
if d > p then
break;
end if;
{d jest dzieckiem lewym r}
if (d+ 1 < p) cand (A[d + 1] < A[d]) then
d:=d+1;
end if;
{d jest najmniejszym dzieckiem r}
if Afr] < A[d] then
break;
end if;
zamiana(Alr], Ald]);
r=d;
end loop;
end; {przemie$é_w_dét}

3.2 Operacje na kolejkach priorytetowych

1. Operacja zeruj

procedure zeruj;
n = 0;
end;

2. Operacja wstaw
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procedure wstaw(t);

begin
if n > n_max then
blgd;
else
n:=n++1;
Aln] :=t;

{kopiec(1, n—1)}
przemiesé_w_gdre(n);
{kopiec(1, n)}
end if;
end; {wstaw}

3. Operacja usun_min

procedure usuri_min(t);
begin
if n <1 then
blgd;
else
t:= A[l];
A[l] := Aln];
n:=n-—1;
{kopiec(2, n)}
przemiesé_w_dol(n);
{kopiec(1, n)}
end if;
end; {usuri_min}

3.3 Sortowanie przez kopcowanie

type
typ_rekordowy = record
klucz: typ_klucza;  {Typ skalarny.}
{Pozostale sktadowe rekordu.}
end;
var
A: array[l .. n] of typ_rekordowy;  {Sortowana tablica.}

Zmodyfikowana procedura przemie$é_w_doét

procedure przemiesé_w_dél(l, p: integer);
{Element A[l] przemieszczany jest w dét kopca.
Warunek wstepny: kopiec(l +1, p) il < p.
Warunek ostateczny: kopiec(l, p).}
var d, r: integer;
t: typ_rekordowy;
begin
r:=1; t:= Alr];
loop
{Niezmiennik: kopiec(l, p) z wyjatkiem by¢ moze relacji
pomiedzy r i jego dzieémi. I <r < p.}
d:=2xr;
if d > p then
break;
end if;
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{d jest dzieckiem lewym r.}
if (d < p) cand (A[d + 1].klucz > A[d].klucz) then
d:=d+1;
end if;
{d jest najwiekszym dzieckiem r.}
if t.klucz > A[d].klucz then
break;
end if;
Alr] = Ald);
r=d;
end loop;
Alr] :=t;
end; {przemiesé_w_dél}

procedure sortowanie_przez_kopcowanie;
{Sortowana jest tablica A[l .. n].}
var i: integer;
begin
{Faza 1: Budowanie kopca.}
for ¢ :=n div 2 downto 1 do
{Niezmiennik: kopiec(i + 1, n).}
przemiesé_w_dol(i, n);
{kopiec(i, n).}
end for;
{kopiec(1, n).}
{Faza 2: Wlasciwe sortowanie. }
for ¢ := n downto 2 do
{Niezmiennik: kopiec(1, ©) i posortowane(i + 1, n)
i A1 .. 4).klucz < Ali+ 1 .. n].klucz.}
zamiana(A[l], Ald));
{kopiec(2, i — 1) i posortowane(i, n)
i A[l .. ¢ —1].klucz < Ai .. n].klucz.}
przemiesé_w_dot(1, ¢ — 1);
{kopiec(1, i — 1) i posortowane(i, n)
i A[l .. ¢ —1].klucz < Afi .. n].klucz.}
end for;
{posortowane(1, n)}
end; {sortowanie_przez_kopcowanie}

4 Wyszukiwanie

4.1 Wyszukiwanie liniowe

procedure wyszukiwanie liniowe_1(x: typ_klucza;
var jest: Boolean;
var i: 1 .. n+1);
begin
i:=1;
while (i < n) cand (Afi].klucz <> x) do
=1+ 1;
end while;
jest:=1i <> (n+1);
end;

4.2 Wyszukiwanie liniowe z zastosowaniem wartownika

procedure wyszukiwanie liniowe 2(x: typ_klucza;
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var jest: Boolean;
var i: 1 .. n+1);
begin
Aln + 1].klucz := z;  {Wartownik.}
i:=1;
while A[i].klucz <> = do
=1+ 1;
end while;
jest: =1 <> (n+1);
end;

4.3 Wyszukiwanie liniowe w uporzadkowanej tablicy

procedure wyszukiwanie liniowe 3(x: typ_klucza;
var jest: Boolean;
var i: 1 .. n+1);
begin
i:=1;
Aln + 1].klucz := o00;  {oco >z}
while A[i].klucz < x do

i =141
end while;
jest := Ali].klucz = x;

end;

4.4 Wyszukiwanie binarne (logarytmiczne)

procedure wyszukiwanie_binarne(z: typ_klucza;
var jest: Boolean;
var m: 1 .. n);
var lewy, prawy: 0 .. n+1;

begin
lewy :=1;
prawy = n;
jest := false;
repeat

m = (lewy + prawy) div 2;
if A[m].klucz = x then
jest 1= true;

else
if A[m].klucz < x then
lewy :=m + 1;
else
prawy :==m — 1;
end if;
end if;

until jest or (lewy > prawy);
end; {wyszukiwanie_binarne}

4.5 Drzewa poszukiwan binarnych

type
wierzcholek_drzewa = record
klucz: typ_klucza;
lewy, prawy: “wierzcholek_drzewa;
end;
odsylacz = "wierzcholek_drzewa;
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procedure szukaj(z: klucz; var t: odsylacz);
{Szukanie klucza z w drzewie wskazanym przez t.}
var v: odsylacz;
begin
vi=1;
while (v # nil) cand (v".klucz # x) do
if x < v".klucz then
v = v .lewy;
else
v = v .prawy;
end if;
end while;
return(v); {jesli v = nil to = nie wystepuje w drzewie}
end; {szukaj}

procedure wstaw (x: klucz; var t: odsylacz);
{Wstawianie klucza = do drzewa wskazanego przez t.}
var v: odsylacz;
begin
vi=1;
while (v # nil) cand (v".klucz # x) do {szukania klucza z}
if z < v".klucz then
v = v .lewy;
else
v = v .prawy;
end if;
end while;
if v # nil then {xz jest w drzewie}
return;
else
Wstawienie « na koniec Sciezki;
end if;
end; {wstaw}

procedure usuri (z: klucz; var t: odsylacz);
{Usuwanie klucza z z drzewa wskazanego przez t.}
var v, w: odsytacz;
begin
vi=1;
while (v # nil) cand (v".klucz # x) do {szukania klucza z}
if z < v".klucz then
v = v .lewy;
else
v = v .prawy;
end if;
end while;
if v = nil then {x nie wystepuje w drzewie}
return;
else
if (v".lewy = nil) or (v".prawy = nil) then {brak lewego lub prawego poddrzewa}
Usun wierzchotek v” z drzewa;
else
w = v .prowy;
while w” nie jest konicem Sciezki w drzewie do
w = w”.lewy; {szukanie minimalnego elementu w prawym poddrzewie}
end while;
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Wstaw w”.klucz do v”.klucz i usun wierzcholek w” z drzewa;
end if;
end if;
end usun;

Analiza wyszukiwania w drzewach binarnych

Wyznaczymy srednig liczbe poréwnan wymaganych dla wyszukania klucza w drzewie
wyszukiwan binarnych. Zaktadamy, ze:

1. Dane jest n réznych kluczy o wartoéciach 1,2,...,n
2. Klucze pojawiaja sie w losowej kolejnosci.

3. Pierwszy klucz (a wiec korzen tworzonego drzewa) ma warto$é i z prawdopodobien-
stwem 1/f. Wéwezas lewe poddrzewo bedzie zawieraé¢ i — 1 wierzcholkéw, a prawe
poddrzewo n — i wierzcholtkéw.

Oznaczmy:

e P, 1 — $rednia liczba poréwnan konieczna do wyszukania dowolnego klucza w lewym
poddrzewie.

e P, ;, — ta sama wielko$¢ dla prawego poddrzewa.

° P,g) — $rednia liczba poréwnan wymagana dla wyszukania klucza w drzewie o n
wierzchotkach i o korzeniu 1.

Wobec tego 4
P = (Poy + Dpic1 + 1 pi + (Paei + Dpn—s

gdzie p;—1, p; i pp—i to prawdopodobienstwa, ze bedziemy szukaé¢ odpowiednio klucza w
lewym poddrzewie, klucza i-tego, oraz klucza w prawym poddrzewie. Zakladajac, ze praw-
dopodobienstwa szukania poszczegdlnych kluczy sa réwne, otrzymujemy:

i1—1 1 n—1i
y Pi = —5 Pn—i = .
n

Pi—1 =
n

Wobec tego

PO = (Piy+1)=

n

1 n—
- (Pn—i+1) =
n
1
= ﬁ[m_l+1><z’—1>+1+<Pn_i+1><n—z’>l-
Wielkosé P,(f) jest wazna tylko dla drzewa o korzeniu i. Nalezy ja uérednié, tj. uwzglednié¢

przypadek, ze dowolny klucz moze wystapi¢ w korzeniu. Oznaczmy t¢ usredniona wartoscé
przez P,. Wéwczas

P, = —ZP@ ZE[(R—A+1)(i71)+1+(Pn,i+1)(nfi)]

=1

= EZ[Pi_l(i—1)+i—1+1+Pn_i(n—i)+n—i]

1 n
—22 i—1(i— 1)+ Py—i(n —1i)].
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Mamy

Y Pali-1= Y Ppali+l-1)= > P-i

1<i<n 0<i+1<n o<ig<n—1
1<ign 1<n—ikn o<i<n—1

a wiec
2n71
Pn:1+F;z-PZ-.

Mnozac obie strony réwnania przez n? otrzymujemy

n—1
n’P,=n’+2) i P. (1)
i=0
To samo réwnanie dla n — 1
n—2
(n—12Ppy=mn-17%+2» i-P. (2)
i=0

Odejmujac stronami (1) i (2) otrzymujemy
n?P, —(n—12P, 1 =n*—(n—1>2+2(n—-1)P,_1

n?P, = Po1((n—1)?+2n—1)+ (n?*—n*+2n—1)

n?P, = P, 1(n—1)(n+1)+ (2n — 1) (3)

Zastosujemy metode czynnika sumacyjnego [11, str. 41] (ang. summation factor method),
ktéra méwi, ze rozwiazaniem réwnania rekurencyjnego o postaci

anTn = bnTnfl +cn

gdzie a;,b; Z0dlai=1,...,n, jest

1 n
T, = (s101To + Z SKCE),

AnSn =1

gdzie s, to wladnie czynnik sumacyjny o wartosci

Ap—1 - Ap—2 ... A1

b bp_1-...-b2

Sp =

Réwnanie (3) ma postaé
n?P, = (n+1)(n —1)Py_1 + (2n — 1)

a wiec a, = n% b, = (n+1)(n — 1), ¢, = 2n — 1. Wyliczmy wartoé s,

o Ono1Gnog-...cG1 n—1>% (n—2)7% - (n—23)>%.....32.22.12
" bybpgcbe (A —-1)nn-2)-(n—1)(n—-3)-...-4-2-3-1
Unt1-Gng-.car=n—-1>(n—=27%....32.22.12=(n—-1)!- (n—1)!

by ...;ba=n+1)(n—-1)-n(n—-2)-(n—1)(n—-3)-(n—2)(n—4)-...-5-3-4-2-3-1

Warto$é iloczynu by, - by—o - ... - bg jest (n+ 1)!//2, a wartos$é iloczynu by, —1by,—3 - ... - by
jest (n — 1)!. Wobec tego otrzymujemy

(=D (-1 2
S CEE T TR )
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Poniewaz Py = 0, to

1 < 1 N2 n+1le~ 2k—1
P, = Zskck = 5 Z (2k—1)= .
Snln (2 n(n+1)n2 k=1 kk +1) [t kk +1)
Rozkladajac wyrazenie % na utamki proste otrzymujemy
2%-1 3 1
k(k+1) k+1 k&
Wobec tego
n+l( < 1 1 n+1 1 1 &1
e ) e X
k=1 k=1 k=1 k=1
n+1(3(1-n-1) "1 n+1
= 2 -] =2 H, -3
n ( n+1 * Z k) "
k=1
4.6 Haszowanie
4.6.1 Haszowanie otwarte
const a = {Odpowiednia stala.}
type slowo = array|l .. 10] of char;
element_listy = record
r: stowo;
nast: “element_listy;
end;

typ_listowy = “element_listy;
stownik = array[0 .. a — 1] of typ_listowy;

Funkcja haszujgca

function h(z: stowo): 0 .. a — 1;
var i, suma: integer;
begin
suma = 0;
for i :=1 to 10 do
suma := suma + ord(zx[i]);
end for;
return(suma mod a);
end;

Procedury operujace na stowniku

procedure ZERUJ (var A: stownik);
var i: integer;

begin
for i:=0toa—1do
Ali] := nil;
end for;
end;

function JEST (x: slowo; var A: stownik): Boolean;
var biezgcy: typ-listowy;

begin
biezgcy := A[h(z)];
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while biezZgcy <> nil do
if biezgcy ".r = x then
return(true);  {Stowo znaleziono.}

else
biezgcy = bieZgcy ".nast;
end;
end while;
return(false); {Stowa nie znaleziono.}
end;

procedure WSTAW (z: slowo; var A: slownik);
var kubelek: 0 .. a — 1;
stara_glowa: typ_listowy;
begin
if not JEST(x, A) then
kubelek := h(z);
stara_glowa := Al[kubelek];
new (A[kubelek]);
Alkubelek]”.r := x;
Alkubelek]” .nast :=stara_glowa;
end if;
end;

procedure USUN($I stowo; var A: stownik);
var biezgcy: typ-listowy;
kubelek: 0 .. a — 1;
begin
kubelek := h(x);
if A[kubelek] <> nil then
if Alkubelek]”.r = x then
{Slowo x jest w pierwszym elemencie.}
Alkubelek] := Alkubelek]".nast; {Usunigcie stowa
z listy.}
else
{Stowo z, jesli wystepuje, nie jest zawarte
w pierwszym elemencie. }
biezgcy := Alkubelek]; {Zmienna biezgcy wskazuje
na poprzedni element. }
while bieZgcy “.nast <> nil do
if bieZgcy “.nast”.r = x then
{Usunigcie stowa z listy.}
biezgcy ~.nast :=bieigcy ".nast”.nast;
return; {Wyjscie z procedury.}
else
{Stowa x jeszcze nie znaleziono.}
biezgcy := bieZgcy “.nast;
end if;
end while;
end if;
end if;
end;

Rozklad kluczy w tablicy
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i A0

i+1 | Al

i+2 | A2

i+3 | A3

i+4 | A4

i+5 | A5

i+6 | A6

i+7 | AT

i+8 | A8

i+9 | A9

j A10

j+1 [ A1l A20

j+2 | Al2 A21  A30
j+3 | A13 A22 A31 A40
j+4 | Al4  A23  A32 A4l A50

j+5 Al5  A24 A33 A42 A51  A60
j+6 Al6  A25 A34 A43 A52  A61 AT0
g+ Al7 A26 A35 A44 AB3  A62 A7l A80
Jj+8 Al8 A27 A36 A45 Ab4  A63 AT2  A81 A90
j+9 A19 A28 A37 A46 AB5  A64 A73  A82 A9l
j+10 A29  A38 A4T  A56  A65  AT4  A83  A92
j+11 A39 A48 AT  A66 AT5  A84 A93
j+12 A49  AB8 A6T AT6  A85 A94
j+13 A59 A68 ATT A86 A95
j+14 A69 A7T8 A87 A96
j+15 AT9  A88  A97
j+16 A89  A98
Jj+17 A99
4.6.2 Haszowanie zamkniete
const puste = ' s {10 odstepéw}
usunigte = Tk x x x x x x %% %3 {10 gwiazdek}

type slowo = packed array][l .. 10] of char;
stownik = array|0 .. a — 1] of stowo;

procedure ZERUJ (var A: stownik);
var i: integer;

begin
for i:=0toa—1do
Ali] := puste;
end for;
end;

function szukaj(x: stowo; var A: stownik): integer;

{Przeszukiwana jest tablica A poczynajac od kubetka
hO(z) do momentu, gdy x zostaje znalezione albo
zostaje znaleziony kubetek pusty albo tez cata tablica
zostanie przeszukana. Wartoscia funkcji jest numer
kubetka, na ktéorym szukanie zostaje zakonczone,
wskutek jednego z wymienionych wyzej powoddéw. }

var pocz, i: integer;

{Zmienna pocz przechowuje warto$é¢ h0(x);

zmienna ¢ zawiera liczbe dotychczas przeszukanych
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kubelkéw.}

begin

pocz := h0(z);

1:=0;

while (i < a) and (A[(pocz + i) mod a] <> z) and

(Al(pocz + i) mod a] <> puste) do
=1+ 1;

end while;

return((pocz + i) mod a);
end;

function szukaj_1(x: slowo; var A: slownik): integer;
{Dzialanie podobne do funkcji szukaj, z ta réznica,
ze przeszukiwanie tablicy A zostaje takze zakonczone
po napotkaniu kubelka z wartoscia usuniete.}

function JEST (z: stowo; var A: stownik): Boolean;
begin
if Alszukaj(x, A)] =z then
return(true);
else
return(false);
end if;
end;

procedure WSTAW (z: slowo; var A: slownik);
var kubelek: 0 .. a — 1;
begin
if Alszukaj(x, A)] =z then
return; {x jest w tablicy.}
end if;
kubelek := szukaj_1(xz, A);
if (A[kubelek] = puste) or (Alkubelek] = usuniete) then

Alkubelek] := x;
else
blad("blad w procedurze WSTAW: tablica jest pelna’);
end if;
end;

procedure USUN(ac: stowo; var A: stownik);
var kubelek: 0 .. a — 1;
begin
kubelek := szukaj(z, A);
if A[kubelek] = x then
Alkubelek] := usuniete;
end if;
end;

4.7 Minimalne, doskonate funkcje haszujace

1. Niech dany bedzie zbiér skrotéw angielskich nazw miesiecy W= {JUN, SEP, DEC, AUG,
JAN, FEB, JUL, APR, OCT, MAY, MAR, NOV}

Wartosci liczbowe przyporzadkowane poszczegdlnym literom:
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AAB C D E F GH T J KU LMNO P Q R
4 5 2 o0 O O 3 O OO O 6 O O 5 1 0 6
S T U VvV W X Y Z
0 6 0 6 0 0 5 0

Jezeli nazwe kazdego miesiaca uwazaé za ciag trzech liter x1x9z3, to minimalna, doskonata
funkcja haszujaca ma postac:

h?(z12923) = liczba przyporzadkowana literze zo +
liczba przyporzadkowana literze x3

hi(JUN) =0
hi(SEP) =1
hi(DEC) = 2
hi(NOV) = 11

2. Niech dany bedzie zbidr stéw zastrzezonych jezyka Pascal W= {DO, END, ELSE, CASE,
DOWNTO, GOTO, TO, OTHERWISE, TYPE, WHILE, CONST, DIV, AND, SET, OR,
OF, MOD, FILE, RECORD, PACKED, NOT, THEN, PROCEDURE, WITH, REPEAT,
VAR, IN, ARRAY, IF, NIL, FOR, BEGIN, UNTIL, LABEL, FUNCTION, PROGRAM},
card(W) = 36.

Wartosci liczbowe przyporzadkowane poszczegdlnym literom:

A B C D E F G H I J K L M N O P Q R
11 15 1 0 O 1 3 15 13 0 0 15 15 13 0 15 0 14
S T U V W X Y Z
6 6 14 10 6 0 13 0

hi(z129... 2,) = dlugosé stowa n +

liczba przyporzadkowana literze x; +
liczba przyporzadkowana literze x,

Np.:
RIDO)=2+0+0=2
hY(PROGRAM) = 7 + 15 + 15 = 37

Wartoéci h¢ dla stéw DO.PROGRAM sg z zakresu 2..37. Funkcja jest wiec doskonala ale
nie minimalna.

3. Minimalna, doskonala funkcja haszujaca dla stoéw zastrzezonych jezyka Pascal 6000

stowa:
var w : array[l .. N] of char; {W = {wy,ws, ... wn}}
ht(w) = (ho(w) + g © h1(w) + g o ha(w)) mod N
N = card(W)
ho(w) = dlugosé(w) + (X ord (w[i]), ¢ :== 1 do dlugosé(w)
z krokiem 3)
hi(w) = (X ord (w[i]), 4 := 1 do dlugosé(w) z krokiem 2) mod 16
ha(w) = ((2 ord (w[é]), i := 2 do dlugosé(w) z krokiem 2) mod 16) + 16
g — funkcja zadana za pomoca tablicy

Przyjeto kod EBCDIC:
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ord(’A’) =193, ord(’B’) = 194, ..., ord(’T") = 201,
ord(’Y’) = 209, ord('’K’) = 210, ..., ord('R’) = 217;
ord(’S’) = 226, ord("T7) = 227, ..., ord(’Z’) = 233;

Zbioér stéw zastrzezonych jezyka Pascal 6000 (card(W) = 36):

W = { AND, ARRAY, BEGIN, CASE, CONST, DIV, DO, DOWNTO, ELSE, END,
FILE, FOR, FUNCTION, GOTO, IF, IN, LABEL, MOD, NIL, NOT, OF
OR, PACKED, PROCEDURE, PROGRAM, RECORD, REPEAT, SEGMENTED,
SET, THEN, TO, TYPE, UNTIL, VAR, WHILE, WITH }

g() | i g(@) | i g(G) | i g(i)
9 12 [18 0 |27 28
10 16 [19 30 |28 28
0 [11 22120 0 |29 3

31 |12 0 |21 24 |30 26
13 16 |22 25 |31 30
12 |14 16 |23 35
15 |15 11 |24 15
33 |16 0 |25 27
11 |17 29 |26 3

CO O UL ik W N O
—
[\

RY(NOT) =0
h4(MOD) = 35

5 Operacje na tekstach

tekst: array[l .. n] of char;
wzorzec: array[l .. m] of char;
{Zwykle zachodzi 1 < m < n.}

5.1 Wyszukiwanie ,,naiwne”

function wyszukiwanie_naiwne: integer;
var i, j: integer;
begin
i:=1;
J=1
repeat
if tekst[i] = wzorzec[j] then
1:=1+1;
Ji=J+1L
else
1i=1—J+2;
Ji=1
end if;
until (j > m) or (i > n);
if j > m then
return(i — m);
else
return(i);  {Wzorca nie znaleziono (i =n + 1).}
end if;
end;
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5.2 Algorytm Knutha, Morrisa i Pratta (KMP)

function wyszukiwanie- KMP: integer;
var i, j: integer;
begin
i:=1;
J=1
repeat
if (j = 0) cor (tekst[i] = wzorzec|j]) then
=1+ 1;
J=J+1
else
J = nast[j;
end if;
until (j > m) or (i > n);
if 7 > m then
return(i — m);
else
return(i);
end if;
end;

procedure inicjacja-nast;
var i, j: inleger;

begin
i:=1;
J =05
nast[1] := 0;
repeat
if (j = 0) or (wzorzec|i] = wzorzec[j]) then
1:=1+1;
ji=3+1
nast[i] :== j;
else
J = nast[j;
end if;
until ¢ > m;
end;

Algorytm wyszukiwania KMP z wbudowanym wzorcem 10100111

1 :=0;

O:2:=14+1;

1: if tekst[i] <> 1’ then goto 0;i :=14 + 1;
2: if tekst[i] <> 0’ then goto 1;i :=14 + 1;
3: if tekst[i] <> 1’ then goto 1;i:=1 + 1;
4: if tekst[i] <> 0’ then goto 2;i:=1i + 1;
5: if tekst[i] <> '0’ then goto 3;i:= 1 + 1;
6: if tekst[i] <> ’1’ then goto 1;i:=1¢ + 1;
7. if tekst[i] <> 1’ then goto 2;i :=14 + 1;
8: if tekst[i] <> 1’ then goto 2;i:=1 + 1;

ifi >n+1 then
return(n + 1);
else
return(i — 8);
end if;
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5.3 Wyszukiwanie niezgodnosciowe
type znak = (C7,’A’, B, ..., 7)),

var skokl: array[znak] of integer;

function wyszukiwanie_niezgodnos$ciowe: integer;
var i, j: inleger;

begin
1 i=m;
Ji=m;
repeat
if tekst[i| = wzorzec[j] then
1:=1—1;
Ji=7—-L
else
i =1+ skokl[tekst[i]];
Ji=m
end if;
until (j < 1) or (i > n);
if j <1 then
return(i + 1);
else
return(n + 1);
end if;
end;

procedure inicjacja_skokl;
var j: znak;

k: integer;
begin
for j :=’’to ’Z’ do
skokl1[j] :== m;
end for;
for k:=1to m do
skokllwzorzeclk]] :==m — k;
end for;

end;

Modyfikacja instukcji repeat w algorytmie wyszukiwania niezgodno$ciowego

repeat

if tekst[i] = wzorzec[j] then
i =1 — 1
J=J-1L

else
i := 1 + max(skokl[tekst[i]], skok2[j]);
Ji=m;

end if;

until (j < 1) or (i > n);

5.4 Algorytm Boyera i Moora (BM)

procedure wyszukiwanie_BM;
var duzy: integer :== n+m; {Ogdlnie winno zachodzié:
duzy > n+m.}
i, 7, k: integer;
begin
{m <n)
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1 :=m,;
loop
repeat
i := 1+ skokl1[tekst[i]];
until ¢ > n;
if 1 < duzy then
return(n +1); {Wzorca nie znaleziono. }
end if;
{Zachodzi: tekst[i — duzy] = wzorzec|m].}
i:= (i — duzy) — 1;
ji=m—1;
loop
if j =0 then
return(i +1); {Wzorzec znaleziono. }
end if;
if tekst[i] = wzorzec[j] then
1:=1—1;
Ji=J—-L
else
break;
end if;
end loop;
k := skok1[tekst[i]];
if k = duzy then
i := 1+ skok2[j];
else
i := 1+ max(k, skok2[j));
end if;
end loop;
end;

6 Sortowanie

type

typ-rekordu = record

Klucz: typ_klucza;{W zbiorze wartosci typu typ_klucza musi byé
zdefiniowana relacja liniowego porzadku.}
end;

mdeks =0 .. m;
var

A: array[l .. n] of typ_rekordu; {Tablica podlegajaca sortowaniu.}

6.1 Sortowanie przez proste wstawianie
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klucze poczatkowe 44 55 12 42
—
i=2 44 55 12 42
-1
\
i=3 12 44 55 42
i=4 12 42 44 55
i=5 12 42 44 55
\
i=6 12 18 42 44
\
i=7 06 12 18 42
i=8 06 12 18 42

Abstrakcyjny zapis algorytmu

for i :=2to ndo

{Niezmiennik: A[l .. i — 1] jest posortowane.}

z = Ali];

Wstaw = w odpowiednim miejscu w A[l .. i — 1] ;
end for;

procedure proste_wstawianie_1;

var
i, j: indeks;
z: typ_rekordu;
begin

for ¢ :=2to ndo
{Niezmiennik: A[1 .. ¢ — 1] jest posortowane.}
x = Alil;
ji=1—1;
while (5 > 0) cand (z.klucz < A[j].klucz) do
Al +1] = Al
J=7-1
end while;
Alj+1] == x;
end for;
end;

procedure proste_wstawianie_2;

var
i, J: indeks;
z: typ_rekordu;
begin

for ¢:=2to ndo
{Niezmiennik: A[1 .. ¢ — 1] jest posortowane.}

z = Ali];
A[0] := z; {Ustawienie wartownika. }
ji=1—1;

while z.klucz < A[j].klucz do
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Alj +1] = A);
J=7-1
end while;
Alj+1] == x;
end for;
end;

Nieco lepsze ustawienie wartownika

begin
{A[0].klucz :== —o0;}
for i:= 2 to ndo
{Niezmiennik: ...}
x = Alil;
ji=1—1;
while . ..

procedure polowkowe_wstawianie;
var
i, J, I, m, p: indeks;
z: typ_rekordu;
begin
for i := 2 to ndo
{Niezmiennik: A[1 .. ¢ — 1] jest posortowane.}

z = Ali];
l:=1;
pi=1i—1;

while [ < p do
m:= (I + p) div 2;
if x.klucz < A[m].klucz then

p:=m-—1;
else
l:=m+1;
end if;
end while;
for j:=i—1 downto [ do
Alj +1) = Aj);
end for;
All] = z;
end for;

end;

6.2 Algorytm Shella, czyli sortowanie za pomoca malejacych przy-

rostow
type
indeks: —h[1] .. n;
var

A: array[—h[1] + 1 .. n] of typ_rekordu;

procedure sortowanie_Shella;
const
t =4,
var
m: 1 .. 1t
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i, 7, k, w: indeks;
h: array|[l .. t] of integer; {Tablica przyrostéw.}
z: typ_rekordu;
begin
h[1] := 40; h[2] := 13; h[3] := 4; h[4] := 1;
for m:=1to 4 do
k:= h[m];
w:= —k; {Miejsce wartownika.}
for i := k+1to ndo
z = Alil;
if w = 0 then
w:= —k;
end if;
w:i=w+1;
A[w] = z; {Ustawienie wartownika. }
ji=1—k;
while z.klucz < A[j].klucz do
Alj + k] == Alj};
=gk
end while;
Alj + k] := x;
end for;
end for;
end;

Prosta wersja sortowania Shella

procedure sortowanie_Shella_1;
var
i, J, przyr: integer;
z: typ_rekordu;
begin
przyr = n div 2;
while przyr > 0 do
for i := przyr +1 to n do
j =1 — przyr;
while j > 0 do
if A[j].klucz > A[j + przyr].klucz then
zamiana(Alj], Alj + przyr]);

Ji=J —przyr;
else
J = 0; {Wyjscie z petli.}
end if;
end while;
end for;
przyr = przyr div 2;
end while;

end;

6.3 Sortowanie przez proste wybieranie
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44 59 12 42 94 18 06
A A
06 55 12 42 94 18 44

[ SE—
06 12 55 42 94 18 44
\ A

06 12 18 42 94 99 44
06 12 18 42 94 55 44
A A

06 12 18 42 44 55 94
06 12 18 42 44 55 94
A

06 12 18 42 44 95 67

for i:=1ton—1do
{Niezmiennik: A[l .. i — 1] jest posortowane.}

Przypisz zmiennej k indeks rekordu o najmniejszym kluczu

sposrod rekordéw Afi .. n];
Wymien Ali] z Alk];
end for;

procedure proste_wybieranie;

var

i, J, k: indeks;

x: typ_rekordu;
begin

for i:=1ton—1do
{Niezmiennik: A[1 .. ¢ — 1] jest posortowane.}
k=1
x = Alil;
for j:=i+1 to ndo
if A[j].klucz < z.klucz then
k:=j;
z = A[jl;
end if;
end for;
Alk] == All;
Ali] = =
end for;
end;

procedure sortowanie_przez_wybieranie_2;
var
1, J, ka m, M; D, q: 1.. n;
min, Maz: typ_rekordu;

begin
1:=1;
j=mn

while i < j do
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min := Maz := A[j]; {m 1 M sa wskaZznikami,}
m:= M = j; {odpowiednio, elementu }
k=1 {minimalnego i maksymalnego.}
repeat
if A[k].klucz < A[k + 1].klucz then
pi=k;
q:=k+1;
else
p=k+1;
q:=k;
end if;
if A[p].klucz < min.klucz then
min := Alp];
m = p;
end if;
if Alg].klucz > Max .klucz then
Max := Alq];
M:= g
end if;
k:=k-+2;
until £ > j;
if M = ithen
Alm] == A[j];
else
Afm] = Ali);
AIM] = Aljl;
end if;
Ali] := min;
Alj] == Maxz;
=1+ 1;
Ji=7-1
end while;
end;

for i := n downto 2 do
{Niezmiennik: A[i + 1 .. n] jest posortowane.}
Przypisz zmiennej k indeks rekordu o najwiekszym kluczu
sposrod rekordéw A[l .. 4] ;
Wymien Ali] z Alk];
end for;

6.4 Sortowanie przez prosta zamiane
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klucze numer przejscia

poczatkowe k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7

44 ~06 06 06 06 06 06 06
59 44 =12 12 12 12 12 12
12 59 44 »18 18 18 18 18
42 12 59 44 =42 42 42 42
94 42 ~18 55 44 44 44 44
18 94 42 42 55 55 55 55
06 — 18— 94 J*G? 67 67 67 67
67 67 67 94 94 94 94 94
procedure sortowanie_bgbelkowe;
var
i, j: indeks;
t: typ_rekordu;
begin
for i := 2 to ndo
for j := ndownto i do
if Alj].klucz < Alj — 1].klucz then
t = Alj];
Alj] = Alj —1J;
Alj —1] := t;
end if;
end for;
end for;
end;

procedure sortowanie_mieszane;
var
g, k, I, p: indeks;
t: typ_rekordu;
begin
l:=2;
pi=mn;
k := n; {Pozycja ostatniej zamiany.}
repeat
for j:= p downto [ do
if A[j].klucz < A[j — 1].klucz then
t:= A[j];
Alj] = Alj - 1);
Alj —1] = ¢;
k= j;
end if;
end for;
l:=k+1,;
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for j:=1[lto pdo
if A[j].klucz < A[j — 1].klucz then
t:= Alj];
Alj) = Alj - 1);
Alj —1] = ¢;
k= 7;
end if;
end for;
p:=k—1;
until [ > p;
end;

6.5 Sortowanie szybkie — algorytm Quicksort

procedure Quicksort(i, j: integer);
1. if A[i] do A[j] zawieraja co najmniej dwa rézne klucze then

2. Niech v bedzie wigkszym z dwoch réznych kluczy najbardziej
na lewo polozonych w ciagu;

3. Dokonaé permutacji A[i], ..., A[j] tak, ze dla pewnego k € [i + 1, 7]
podciag Alil, ..., A[k — 1] sklada sie z kluczy mniejszych od v,
a podciag A[k], ..., A[j] — z kluczy wiekszych lub réwnych v;

4. Quicksort(i, k — 1);

ot

Quicksort(k, j);
end if;

&

function znajdz_klucz_osiowy(i, j: integer): integer;
{Wartoscia funkcji jest indeks wigkszego z dwich najbardziej na lewo polozonych,
réznych kluezy ciagu Ali], ..., A[j],
badz 0, gdy ciag sklada sie z identycznych kluczy.}
var
pierwszy: typ_klucza;
k: integer;
begin
pierwszy = Al1].klucz;
for ¥k :=i+4+1toj do
if A[k].klucz > pierwszy then
return(k);
else
if A[k].klucz < pierwszy then
return(i);
end if;
end if;
end for;
return(0); {Nie znaleziono réznych kluczy.}
end;

function podzial(i, j: integer; klucz_osiowy: typ_klucza): integer;

{Dokonuje sie podziatu ciagu A[i], ..., A[j] tak, ze klucze < klucz_osiowy
znajda sie po lewej stronie, a klucze > klucz_osiowy po prawej stronie ciagu.
Wartoscia funkcji jest poczatek prawej grupy kluczy.}

var
l, p: integer;

begin
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l:=1;
pi=7;
repeat
zamiana(A[l], A[p]);
while A[l].klucz < kluczosiowy do
l=104+1;
end while;
while A[p].klucz > klucz_osiowy do
p:=p—1
end while;
until [ > p;
return(();
end;

procedure Quicksort(i, j: integer);
{Sortowana jest tablica A[i], ..., A[j].}
var
klucz_osiowy: typ_klucza;
indeks_klucza_osiowego: integer;
k: integer; {Poczatek grupy kluczy > klucz_osiowy.}
begin
indeks_klucza_osiowego = znajdZ_klucz_osiowy(i, j);
if indeks_klucza_osiowego # 0 then
klucz_osiowy = Alindeks_klucza_osiowego).klucz;
k = podzial(i, j, klucz_osiowy);
Quicksort(i, k — 1);
Quicksort(k, j);
end if;
end;

procedure quicksort;
procedure sort(l, p: indeks);
var
1, j: indeks;
x, t: typ_rekordu;
begin
1= 1
J=Dp;
Wybierz losowo rekord z; {np. z := A[(l + p) div 2]}
repeat
while A[i].klucz < x.klucz do
1: =1+ 1;
end while;
while z.klucz < Alj].klucz do
J=7-1
end while;
if i< jthen

until ¢ > j;
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if | < j then
sort(l, j);
end if;
if ¢ < p then
sort(i, p);
end if;
end;
begin
sort(1, n);
end;

procedure Quicksort_1(i, j: integer);
{Sortowana jest tablica A[i .. j].}
var
klucz_osiowy: typ-klucza;
indeks_klucza_osiowego: integer;
k: integer; {Poczatek grupy kluczy > klucz_osiowy.}
z: typ_rekordu;
l, m: integer;
begin
if j—i+1<9 then
for [:=i+ 1toj do
{Niezmiennik: A[i .. | — 1] jest posortowane.}
z:= All];
m:=1—1;
while (m > i —1) cand (x.klucz < A[m].klucz) do
Alm + 1] := A[m];
m:=m — 1;
end while;
Alm+1] = z;
end for;
else
indeks_klucza_osiowego := znajdz_klucz_osiowy(i, j);
if indeks_klucza_osiowego # 0 then
klucz_osiowy := Alindeks_klucza_osiowego).klucz;
k := podzial(i, j, klucz_osiowy);
Quicksort_1(i, k — 1);
Quicksort_1(k, j);
end if;
end if;
end;

6.6 Inna wersja algorytmu Quicksort

Dana jest nastepujaca wersja algorytmu sortowania szybkiego

procedure gsort(d, g: indeks);
var
i, s: indeks;
t: typ_rekordu;
begin
if d < g then
t := A[d]; {t-klucz jest kluczem osiowym}
s:=d;
for i:=d+ 1 to gdo
{Niezmiennik: A[d+1 .. s]<t<A[s+1.4i—-1]}
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if Afi].klucz < t.klucz then
s:=s5+1;
Zamien(A[s], Ali]);
end if;
end for;
Zamien(A[d], Als]);
{Niezmiennik: A[d .. s — 1] < A[s] < A[s+1..g] }
gsort(d, s —1);
gsort(s+1, g);
end if;
end;

Wyznaczymy zlozonoé¢ srednia tego algorytmu. W tym celu zalozymy, ze:
1. Ciag kluczy rekordéw w tablicy A jest losowa permutacja liczb catkowitych 1 ...n.
2. Wystapienie kazdej permutacji jest jednakowo prawdopodobne.
3. Pierwsze wywolanie procedury ma postaé gsort(1, n).
4. Operacja dominujaca jest porownanie kluczy rekordow.

Zauwazmy, ze dla d > g wykonuje si¢ 0 poréwnan. Wobec tego
T (0) = T4 (1) = 0.

Poréwnania kluczy rekordéw wykonywane sa g—d razy, wobec tego przy wywolaniu gsort(1, n)
poréwnan wykonanych bedzie n — 1. Zalézmy, ze kluczem osiowym zostaje warto$¢ i. Wow-
czas na lewo od klucza osiowego trafi i — 1 rekordéw, a na prawo od klucza osiowego n — i
rekordéw. Wobec tego wykonamy wéwczas

n—1+T@GE—-1)4+T(n—1)

poréwnan. Wartosé t¢ musimy udrednié¢ po wszystkich wartosciach ¢ z przedziatu 1..n. Ponie-
waz kazda permutacja jest jednakowo prawdopodobna, to prawdopodobienstwo, ze kluczem
osiowym bedzie warto$¢ i wynosi % Wobec tego

n

1 . ;
Ti(n) = ZE(WHTS;T(% 1) + Ter(n —i)) =
i=1
= 14 > Teli—1 ! T, '
= n-— o2 o (1 — )+E Z sr(n—1)
1<ign 1<ign
Poniewaz
Yo Tali-1)= Y Teli+l-1)= > Te()
1<ign 1<i+1<n 0<i<n—1
Tsr(n—i) = Z Tsor(n—(n—1)) = Z Tsr(4)
1<ign 1<n—i<n 0<ig<n—1
otrzymujemy
2 n—1
T, = —1+- Ter (7). 4
(1) = 014 DY Tl @

Mnozac obie strony réwnania (4) przez n otrzymujemy

nTg(n) = n?>—n+2 i Tsr(1). (5)
i=0
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Réwnanie (5) dla n — 1 ma postaé

(n—1D)Te(n—1) = (n=1)"=(n-1)+2> Tqi). (6)
i=0
Odejmujac stronami (5) i (6) otrzymujemy
nTer(n) —(n—DTe(n—1) = n>—n—(n—-1>*+n—-1+2 ZT‘S’“(Z) -2 Z Tsr(n)
i=0 i=0
nTg(n) = (n+1)Ts(n—1)+2(n—1). (7)

Do znalezienia rozwiazania (6) zastosujemy metode czynnika sumacyjnego [11, str. 41]. Z (7)
wynika, iz a, = n, b, =n+1, ¢, =2(n — 1). Wobec tego
Crpe1 Qg+ + - A1 m—1)(n-2)---3-2-1 2

STL = = =

bpbp—1---ba m+Dnn—-1)mn-2)---3 (n+1)n

Poniewaz Tg,.(0) = 0, otrzymujemy

1 n
Tsr(n) = : Z SkCk =

k=1
nl n 1
= 2 D= =242y — | =
e (-3 hee3 )
k=1 k=1
"1 "1 2
= 2+ 1) (=Y =42 = —2] =
e (-Shee i)
k=1 k=1
n
1 2n
= 2(n—|—1)( — ):
k:lk n+1
= 2(n+1)H, —4n.

6.7 Czasy wykonania programéw sortowania

Tabela I.

Metoda sortowania Ciagi uporzadk. Ciagi losowe Cll?slofz(i:évli(.)t.
Wstawianie proste 12 23 366 1444 704 2836
Wstawianie potéwkowe 56 125 373 1327 662 2490
Wybieranie proste 489 1907 509 1956 695 2675
Sortowanie babelkowe 540 2165 1026 4054 1492 5931
Sortowanie bgbelkowe ze znacznikiem 5 8 1104 4270 1645 6542
Sortowanie mieszane 5 9 961 3642 1619 6520
Sortowanie metoda, Shella 58 116 127 349 157 492
Sortowanie stogowe 116 253 110 241 104 226
Sortowanie szybkie 31 69 60 146 37 79
Sortowanie przez laczenie 99 234 102 242 99 232
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Tabela II. (klucze wraz ze zwigzanymi z nimi danymi)

Metoda sortowania Ciagi uporzadk. Ciagi losowe Cll?si):zi‘glr:t'
Wstawianie proste 12 46 366 1129 704 2150
Wstawianie potéwkowe 46 76 373 1105 662 2070
Wybieranie proste 489 547 509 607 695 1430
Sortowanie babelkowe 540 610 1026 3212 1492 5599
Sortowanie bgbelkowe ze znacznikiem 5 5 1104 3237 1645 5762
Sortowanie mieszane 5 5 961 3071 1619 5757
Sortowanie metoda Shella 58 186 127 373 157 435
Sortowanie stogowe 116 264 110 246 104 227
Sortowanie szybkie 31 55 60 137 37 75
Sortowanie przez laczenie 99 196 102 195 99 187

7 Selekcja

A: array[l .. n] of typ_klucza;

function selekcja(i, j, k: integer): typ_klucza;
{Znajdowany jest k-ty najmniejszy klucz w tablicy A[i .. j].}
var
klucz_osiowy: typ_klucza;
indeks_klucza_osiowego: integer;
m: integer; {Poczatek grupy kluczy > klucz_osiowy.}
begin
indeks_klucza_osiowego := znajdZ_klucz_osiowy(i, j);
if indeks_klucza_osiowego # 0 then
klucz_osiowy := Alindeks_klucza_osiowegol;
m = podzial (i, j, klucz_osiowy);
if k < m —1 then
return(selekcja(i, m — 1, k));
else
return(selekcja(m, j, k —m +1));
end if;
else
return(A[i));
end if;
end;

8 Sortowanie przy uwzglednieniu szczegdlnych wtasno-
$ci kluczy

type typ-rekordu = record
klucz: 1 .. n;

end;

var A, B: array[l .. n] of typ_rekordu;

Algorytm 1
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for i:=1to ndo
B[A[i].klucz] = Alil;
end for;

Algorytm 2

for i:=1to ndo
while Afi].klucz # i do
zamiana(A[i], A[A[i].klucz));
end while;
end for;

8.1 Sortowanie kubelkowe

type
typ_klucza = 1 .. m; {lub znakowy; ogdlnie typ dyskretny,
w zbiorze warto$ci ktérego istnieje
relacja porzadku}
typ_rekordu = record
klucz: typ_klucza;
end;
element_listy = record
r: typ_rekordu;
nast: ~element_listy

end;
typ_listowy = "element_listy;
var
A: array][l .. n] of typ_rekordu; {Tablica rekordéw do sortowania.}

B: array[typ_klucza] of typ_listowy; {Tablica kubeltkdw.

W kubetku rekordy sa polaczone w liste. }
C: array|[typ-klucza] of typ_listowy; {Tablica odsyltaczy

do koncéw list w kubelkach.}

procedure sortowanie_kubetkowe;

var
1: integer;
p, v: typ_klucza;

begin

for v := niski_klucz to wysoki_klucz do
Blv] := nil;
Clv] := nil;

end for;

for i:=1to ndo
WSTAW (Ald], B[A]4).klucz], C[A[i].klucz]);
end for;
p = niski_klucz;
while B[p] = nil do
p i= succ(p);
end while;
if p #£ wysoki_klucz then
for v := succ(p) to wysoki_klucz do
if B[v] # nil then
POICZ(Clp), Bld, C[v);
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end if;
end for;
end if;
end;

procedure WSTAW (z: typ_rekordu; var I, m: typ_listowy);
var
temp: typ-listowy;
begin
temp = 1I;
new(l);
Uor:=uz;
[".nast := temp;
if temp = nil then
m:= [
end if;
end; { WSTAW}

procedure POlgCZ(var IC1: typ_listowy; [B2, 1C2: typ_listowy);
{Parametry sa odsylaczami do poczatkéw i koncéw taczonych list.}

begin
IC1".nast :== IB2;
IC1:=1C2,

end; {POeCZ}

8.2 Sortowanie pozycyjne

procedure sortowanie_pozycyjne;
{Sortowana jest lista A o n rekordach, ktérych klucze
skladaja si¢ z pél f1, fa, ..., fx
o typach odpowiednio t1, to, ..., tg.}
begin
for i := k downto 1 do
for kazdej wartoéci v typu t; do
B;[v] := nil; {Opréznianie kubetkéw. }
end for;
for kazdego rekordu r na liscie A do
przesun r z A na koniec listy kubelka B;[v],
gdzie v jest wartoscia pola f; klucza rekordu r;
end for;
for kazdej wartoéci v typu t;, od najmniejszej do
najwiekszej do
dolacz B;[v] na koniec listy A4;
end for;
end for;
end;

Praktyczna implementacja algorytmu sortowania pozycyjnego

Sortowanie listy rekordéw A wedlug dat:

type
typ_rekordu = record
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dzien: 1 .. 31;
mies: (Sty, ..., gru);
rok: 1900 .. 1999;
{Inne pola rekordu.}
end;
element_listy = record
r: typ_rekordu;
nast: ~element_listy;
end;
typ_listowy = "element_listy;
var
A: typ_listowy;

procedure sortowanie_wg-dat;
{Sortowana jest lista A o n rekordach, ktérych klucze sa datami.}
var
p3, v3: 1900 .. 1999;
p2, v2: (sty, ..., gru);
pl, vi:1 .. 31;
B3, C3: array[1900 .. 1999] of typ_listowy;
B2, C2: array |[(sty, ..., gru)] of typ_listowy;
B1, C1: array|[l .. 31] of typ_listowy;
begin
{Sortowanie rekordéw wedlug dni.}
for v1 :=1 to 31 do

B1[v1] := nil;
C1[v1] := nil;
end for;

while A # nil do
{Wstawienie rekordu A”.r na koniec listy kubetka
okreslonego przez klucz rekordu.}
DOLACZ(A .1, B1[A".r.dzien], C1[A".r.dzien));
A := A" .nast;
end while;
pl:=1;
while B1[p!] = nil do
pl = succ(pl);
end while;
if p1 # 31 then
for v! := succ(pl) to 31 do
{Przyltaczenie list wszystkich kubetkéw do konica listy
wskazanej przez B1[p1].}
if Bl[v1] # nil then
POLACZ(C1[p1], Bl[vl], C1[vl]);
end if;
end for;
end if;
A := Blpi];
{Dokonaé¢ podobnie sortowania kubetkowego listy A wedlug pél A".r.mies
oraz A".r.rok.}
end;

procedure DOLACZ(x: typ-rekordu; var IB, IC: typ_listowy);
var
temp: typ-listowy;
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begin
if B = nil then
new(1C);
IC"r:=uz;
IC".nast := nil;
IB:=IC;
else
temp := IC';
new(1C);
IC.r:=uz;
IC".nast := nil;
temp”.nast := 1C,
end if;
end; {DOLACZ}

9 Algorytmy zachtanne

9.1 Kolorowanie zachlanne

procedure kolorowanie_zachlanne(G: graf;
var nowy-kolor: zbidr);
{Procedura dotacza do zbioru nowy_kolor te
wierzcholki grafu, ktérym mozna przyporzadkowaé
ten sam kolor.}
var jest: Boolean;
v, w: integer;
begin
nowy_kolor = ()
v := pierwszy niepokolorowany wierzchotek w G;
while v <> null do
jest := false;
w := pierwszy wierzchotek w zbiorze nowy_kolor;
while w <> null cand not jest do
if istnieje krawedZ pomiedzy v i w w G then
jest := true;
end if;
w := nastepny wierzcholek w zbiorze nowy_kolor;
end while;
if jest = false then
Oznacz v jako pokolorowany;
Dotacz v do zbioru nowy_kolor;
end if;
v := nastepny niepokolorowany wierzcholtek w G;
end while;
end;

9.2 Problem komiwojazera

procedure komiwojazer(G: graf; var droga: cigg-krawedzi);
{Wyznacza si¢ droge o minimalnym koszcie w grafie G.}
var i: integer;
min: real;
begin
min := 00;
fori == 1to (n — 1)l do
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p := i—ta permutacja wierzchotkdéw vy, ve, ..., vp_1;

{Niech d(p) jest droga w grafie G odpowiadajaca
permutacji p jego wierzcholtkéw.}

if koszt(d(p)) < min then

droga = d(p);
min = koszt(d(p));
end if;
end for;

end;

9.3 Znajdowanie najtanszych dréog — algorytm Dijkstry

procedure Dijkstra;
{Obliczane sa koszty najtanszych drég z wierzchotka 1
do kazdego innego wierzchotka w grafie zorientowanym.}

begin
S = {1}
for i := 2tondo
D[] = C[1, i {Inicjalizacja tablicy D.}
end for;

fori .= 1ton — 1do

Wybraé¢ wierzchotek w ze zbioru V. — S taki,
ze D[w] jest minimalne;
Dotaczy¢ w do S;
for kazdego wierzchotka v w zbiorze V. — S do
D[v] := min(D[v], Dw] + Clw, v]);

end for;

end for;

end;

10 Algorytmy grafowe
10.1 Przeszukiwanie grafu w glab

procedure wg(v);
{Przeszukiwanie w glab z wierzcholka v.}
begin
znacznik[v] := odwiedzony;
for u € listy_incydencji[v] do
if znacznik[u] = nieodwiedzony then
{KrawedZ (v, w) wstawiana jest do drzewa
rozpinajacego. }
wg(u);
end if;
end for;
end;

begin
{Przeszukiwanie grafu G = (V, E) w glab.}
forv € V do
znacznik[v] := nieodwiedzony;
end for;
for v € V do
if znacznik[v] = nieodwiedzony then

wg(v);
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end if;
end for;
end;

Zastosowanie metody przeszukiwania w glab — wyszukiwanie sktadowych spéj-
nosci

var compnum: array [1 .. |V|] of integer; {compnum|v] jest
numerem skladowej spéjnosci, do ktérej nalezy wierzchotek v}

for v € V do
compnum|v] = 0

end for;

c = 0

forv € V do
if compnum[v] = 0 then
c = c + 1
COM P(v)
end if;
end for;

procedure COM P(x: wierzcholek);
begin
compnum(x) = ¢
for w € adj[z] do
if compnum[w] = 0 then
COMP(w)
end if;
end for;
end;

Nierekursywna wersja procedury przeszukiwania w gitab

procedure wgl (v);
{Na poczatku procesu przeszukiwania P[t] = wskaZnik
do pierwszego rekordu listy adj[t] dla kazdego u.}
begin
stos < (); stos < v; odwiedz v; nowyv] = false;
while stos <> 0 do
t := top(stos); {odczytaj szczytowy
element stosu}
while (P[t] <> nil) cand (not nowy[Pt]".wierzch|) do
P[t] := P[t]".nast; {znajdz “nowy” wierzcholek
na liscie adjt]}

end while;

if P[t] <> nil then {nowy wierzcholek znaleziony}
t = P[t]".wierzch; stos < t;
odwiedz t; nowyl[t] = false;

else {wierzcholek ¢ zostal wykorzystany}
t < stos; {zdejmij szczytowy wierzcholek ze stosu}

end if:

end while;
end;
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10.2 Przeszukiwanie grafu wszerz

procedure wsz(v);
{Przeszukiwanie wszerz z wierzchotka v.}
var K: kolejka wierzcholkéw (typu FIFO);
begin
znaczniklv] = odwiedzony;
wstaw_do_kolejki(v, K);
while not pusta_kolejka(K) do
x = pierwszy(K);
usuri_pierwszy-z_kolejki(K);
for y € listy-incydencji[z] do
if znacznikly] = nieodwiedzony then
znacznikly] = odwiedzony;
wstaw_do_kolejki(y, K);
{Krawedz (z, y) wstawiana jest do drzewa
rozpinajacego. }
end if;
end for;
end while;
end;

begin
{Przeszukiwanie grafu G = (V, E) wszerz.}
forv € V do
znacznik[v] := nieodwiedzony;
end for;
forv € V do
if znacznik[v] = nieodwiedzony then
wsz(v);
end if;
end for;
end;

Alternatywna wersja BFS

kolejka < 0; kolejka < v; nowylv] = false;
while kolejka <> () do
p < kolejka; {pobierz p z kolejki (tj. z usunieciem)}

for n € adjlp] do
if nowy[n] then
kolejka < u;
nowylu] = false;
end if;
end for;
end while;

Zastosowanie przeszukiwania grafu wszerz — znajdowanie najkroétszej drogi po-
miedzy wierzcholkami v i © w grafie

var pred: array[l .. |[V|] of 1 .. |[V|; {wierzcholki poprzedzajace
na najkrétszej drodze}
odl: array[l .. |V|] of integer; {dlugosé¢ najkrétszej drogi}
begin
forv € V do
nowylv] = true
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end for;
kolejka := pusta kolejka; kolejka < wvo; nowylvg] = false;
predfvg] = —1;
odl[vo] = 0;
while nowy|z] do

p < kolejka;

for v € adj[p] do

if nowylu] then

kolejka < wu; nowylu] := false;
predlu] := p; odl[u] := odl[p] + 1;
end if;
end for;
end while;

end;

10.3 Wyznaczanie cykli podstawowych (fundamentalnych)
begin

forx € V do
numlz] = 0; {inicjacja numeracji wierzchotkéw}
end for;
1 = 0; {licznik do numeracji kolejnych wierzchotkéw
odwiedzanych w glab}
j = 0; {licznik cykli fundamentalnych}
k = 0; {wskaZnik stosu}
for x € V do
if num[z] = 0 then
k=% + 1
stos[k] x;
ZNAJDZ_CYKLE(z, 0);
k=% — 1
end if;
end for;
end;

procedure ZNAJDZ_.CYKLE (v, u); {v — wierzchotek aktualny,

u — wierzchotlek poprzedni}

begin
i =1+ 1 {Odwiedzone wierzcholki zostaja ponumerowane}
numlv] = i {rosnaco zgodnie z licznikiem 7.}
for w € adjjv] do
if numw] = 0 then
k=% + 1
stoslk] = w;
ZNAJDZ.CYKLE (w, v);
k =k -1
else
if num|w] < num[v] cand w <> u then
j=173 + 1 {licznik cykli}
“sj jest cyklem (w, stos[k], stos|k —1], ..., stos]t])
gdzie stos[t] = w, stos[k] = v”
end if;
end if;
end for;
end;
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10.4 Minimalne drzewa rozpinajace
Algorytm Kruskala

T — zbiér krawedzi minimalnego drzewa rozpinajacego; VIS — rodzina (zbiér) roztacznych
zbioréw wierzchotkéw;

begin
T = 0
VS = ()
Skonstruuj kolejke priorytetowa @) zawierajaca
wszystkie krawedzie ze zbioru E';
forv € V do
Dodaj {v} do VS;
end for;
while | VS| > 1do
Wybierz z kolejki @ krawedz (v, w) o najmniejszym koszcie;
Usun (v, w) z Q;
if v 1 w naleza do réznych zbioréw W1 i W2
nalezacych do VS then
Zastap W1iW2w VS przez W1 U W2;
Dodaj (v, w) do T';
end if;
end while;
end;

Algorytm najblizszego sasiedztwa (Prima i Dijkstry)

(n=V])
var near: array[l .. n] of 1 .. n; {dla kazdego wierzcholka v,
ktéry nie znalazt sie jeszcze w drzewie, element
near|[v] zapamigtuje najblizszy mu wierzcholek drzewa}
dist: array[l .. n] of real; {dist[v] zapamigtuje
odleglosé v od najblizszego mu wierzchotka drzewa}

W = [w;;] {macierz kosztéw}
begin

Wybierz arbitralnie vy ;
for v € V do

dist[v] := Wlv, vo];  {koszt krawedzi (vo, v)}
near[v] := wo;
end for;
Vi == {w}; {wierzchotki drzewa}
E, = 0; {krawedzie drzewa}
W, = 0; {sumaryczny koszt drzewa}
while V; <> V do
v = wierzchotek z V' — V; o najmniejszej

wartosci dist[v];
Vi == Vi U {v};
E: = E: U {(v, near(v))};
Wy = W + dist[v];
forx ¢ V — Vi do
if dist[z] > W{v, z| then
dist[z] = Wlv, zJ;
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near[x] = v
end if;
end for;
end while;
end;

10.5 Wyznaczanie cykli Eulera

begin
STOS < 0; {opréznianie}
CE < 0; {stos6éw}
v := dowolny wierzchotek grafu;
STOS < v;
while STOS # () do
v := szezyt(STOS); {v jest szczytowym elementem stosu}
if inc[v] # 0 then {lista incydencji v jest niepusta}
u := pierwszy wierzcholek listy inc[v];

STOS <= u;

{usuwanie krawedzi (u, v) z grafu}
inc[v] := incfv] — {u};

inclu] := inclu] — {v};

else {lista incydencji v jest pusta}
v < STOS; {przeniesienie szczytowego wierzchotka stosu STOS}
CE < v; {do stosu CE}
end if;
end while;
end;

11 Wyszukiwanie wyczerpujace. Algorytm z powrotami

procedure wyszukiwanie_z_powrotams;

begin
Wyznacz S1; {na podstawie A; i ograniczen}
k= 1

while £ > 0 do
while S, <> 0 do
ay := element z Sk;

Sk = Sk - {ak};
if (a1, ag, ..., ai) jest rozwiazaniem then
write((a1, ag, ... , ag));
end if;
k=% + 1
Wyznacz Si; {na podstawie Ay i ograniczen}
end while;
k := k — 1; {powr6t}
end while;

end;

12 Przeszukiwanie heurystyczne

12.1 Przeszukiwanie wszerz

procedure BFS,
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begin
Q < 0; {zerowanie kolejki}
Q < s0; {stan poczatkowy do kolejki}
loop
if kolejka () pusta then
return(porazka);
end if;
s < @Q; {pobranie stanu z kolejki}
Wygenerowanie nastepnikéw s; stanu s na podstawie
operatora dla stanu s;
Wstawienie stanéw s; do kolejki;
if dowolny stan s; jest stanem konicowym then
return(sukces);
end if;
end loop;
end BF'S,

12.2 Przeszukiwanie w glab z iteracyjnym poglebianiem

procedure DFS(s, glebokosé, odciecie);
{Przeszukiwanie w glab z odcieciem. s — biezacy stan,
glebokosé — biezaca glebokosé.}
begin
for s; € nastepniki(s) do
if s; jest stanem koncowym then
return(sukces); {znaleziono rozwigzanie}
end if;
if glebokos¢ + 1 < odciecie then
DFS(sj, gteboko$é + 1, odciecie)
end if;
end for;
end DFS;,

for odciecie :== 1 to odciecie_maz do
DFS(so, 0, odciecie);

end for;

return(porazka);

12.3 Przeszukiwanie wedlug strategii ,najlepszy wierzchotek jako
pierwszy”’

OTWARTE <« (s, f(s)); {wierzcholek poczatkowy na liste}
while lista OTWARTE nie pusta do
(*) Pobranie z listy OTWARTE wierzcholka i o minimalnej wartoéci f(i);
ZAMKNIETE < (i, f(i));
if i jest wierzchotkiem koncowym then
return(sukces);
end if;
Rozszerzenie wierzcholka ¢ przez wyznaczenie wszystkich jego
nastepnikéw j i obliczenie f(j);
if j nie wystepuje na listach OTWARTE i ZAMKNIETE then
OPEN <« (j, f(4));
Ustanowienie wskaznika od wierzchotka j do jego poprzednika @
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(aby umozliwi¢ odtworzenie rozwiazania koficowego);
else
(**) if j wystepuje na liscie OTWARTE lub ZAMKNIETE then
if nowe f(j) < stare f(j) then
stare f(j) := nowe f(j);
Ustanowienie wskaznika od j do nowego poprzednika ¢;
end if;
if wierzchotek j jest na liscie ZAMKNIETE then
Przesuniecie (7, f(j)) na liste OTWARTE;
end if;
end if;
end if;
end while;
return(porazka);

13 Generowanie permutacji

procedure PERMUTACJE (n, m);
begin
(p1p2 .. pm) = (12...m);
WyprowadZ (p1 p2 ... pm) na wyjscie;
Uty Uy oy Uy = (1, 1,000, 1)
fori:=1to"™P,, —1do
NASTePNA_PERMUTACJA(n, m, p1, D2, - -, Pm) ;
end for;
end;

procedure NASTEPNA_PERMUTACJA(n, m, p1, D2, - -, Dm) ;

begin
for : :=1tomdo
u[p;] := 0 ; {zaznaczenie, ktére elementy sa w permutacji}
end for;
{Znalezienie najwiekszego, nieuzywanego elementu w zbiorze {1,2,...,n}.}
[i=mn;
while u[f] <> 1 do
f=r-1
end while;

{Znalezienie najbardziej na prawo polozonego,

modyfikowalnego elementu permutacji. }
k:=m+1,;
1 := 0; {Indeks elementu permutacji, ktéry zostanie zmodyfikowany.}
while ¢ = 0 do

k=Fk—-1,

ulp] = 1;

if pi. < f then {uaktualnij pi}

ZnajdZ najmniejsze j takie, ze pr < j < n oraz u[j] = 1;

i:=k;
p; := j; {zmodyfikowanie permutacji}
ulp;] == 0;
else
f = pr; {najwigkszy, nieuzywany element jest ustawiany na wartos¢ py}
end if;
end while;

{Uaktualnienie elementéw lezacych na prawo od p;}
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for k:=1tom —1do
if u[s] jest k-ta pozycja w tablicy u ré6wna 1 then
Ditk =5}
end if;
end for;
{Przywré6é 1-ki w tablicy u.}
for k :=1toido

ulpg] == 1;
end for;
WyprowadZ (p1 p2 ... pm) na wyjscie;

end;

procedure RZAD (n, m, p1, p2, - -, Pm, d) ;
begin
for i :=1to m do
d:=0;
for j:=1toi—1do
if p; < p; then
d:=d+1;
end if;
end for;
ri ==p; —i+d;
end for;
d:=7rm+1;
waga = 1;
for £k := m — 1 downto 1 do
waga = (n — k) * waga ;
d:=d+ rg * waga;
end for;
end RZAD;

procedure RZAD_ODWR (n, m, d, p1, p2, - -+, Dm) ;

begin
d:=d-1;
for i :=1ton do
s; :=0;
end for;

a :=1; {obliczenie (n —m +1)(n—m+2)...(n—1)}
for i :== m — 1 downto 1 do
a:=ax(n—m-+i);
end for;
{wyznaczanie p;, i =1, 2, ..., m}
for : :=1tom do
ri=|d/a];
d:=d—rxa;
if n > ¢ then
0 =aff(n—1);
end if;
k:=0;35:=0;
{szukanie (r + 1)-ego elementu tablicy s réwnego 0}
while k < r+1do
Ji=J+1
if s; =0 then {element = j nie wystapil jeszcze w permutacji}
k:=Fk+1,;
end if;
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end while;
p; := j; {element permutacji = j}
sj = 1; {w permutacji wystapil element = j}

end for;
end RZAD_ODWR;
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Pytania

. Metody empirycznego testowania programoéw. Dlaczego testowanie empiryczne jest

niedoskonate? Co sadzi Dijkstra o testowaniu empirycznym?

. Co to sa: aksjomat, asercja, reguta dowodzenia? Poda¢ aksjomaty liczb catkowitych i

rzeczywistych. Co to sa: zdanie, predykat. Poda¢ kilka aksjomatéw rachunku zdan.

. Poda¢ i omoéwi¢ na wybranych przyktadach reguly dowodzenia dla instrukcji przypi-

sania oraz instrukcji zlozone;j.

. Poda¢ i omowié¢ na wybranych przyktadach reguty dowodzenia dla instrukeji alterna-

tywy oraz instrukcji warunkowe;j.

. Poda¢ i oméwi¢ na wybranym przykladzie regute dowodzenia dla instrukcji iteracji

“dopdki”. Co to jest niezmiennik petli?

. Poda¢ i oméwi¢ na wybranym przykladzie regute dowodzenia dla instrukcji itracji

“powtarzaj”. Co to jest niezmiennik petli?

Podaé i oméwi¢ na wybranym przyktadzie reguly dowodzenia dla instrukcji iteracji
“dla”. Co to jest niezmiennik petli?

. Czeéciowa oraz pelna poprawnosé¢ algorytmu. Jak dowodzi si¢ dochodzenie obliczen

algorytmu do punktu koncowego (wlasnosé stopu)?

. Podac¢ definicje pojeé: rozmiar danych, dziatanie dominujace, ztozonos¢ czasowa algo-

rytmu, zlozono$¢ pamieciowa algorytmu. Wymienié¢ typowe funkcje okreslajace ztozo-
nodci obliczniowe algorytméw. Po co wyznacza sie zlozonos¢ obliczeniowa algorytmu?

Co rozumiesz przez: ztozonos¢ pesymistyczna algorytmu, ztozonoé¢ srednig algorytmu?
Udowodnij, ze W(n) = amn™ + ...+ ain+ap = O(n™) dlan > 0.

Jak brzmi definicja O-notacji? Podaé¢ i udowodnié trzy dowolne wtasnosci rzedu funkcji.

Okresli¢ zlozonosé obliczeniowa algorytmu wyznaczania wartosci wielomianu dla przy-
padkéw: (a) korzystajac bezposrednio ze wzoru, (b) korzystajac ze schematu Hornera.

Podaé¢ dwa algorytmy znajdowania maksymalnego elementu w tablicy. Wyznaczy¢ i
poréwnaé ich ztozonosci.

Podaé algorytmy znajdowania elementu maksymalnego i minimalnego w zadanym
zbiorze dla przypadkéw: (a) kolejne znajdowanie elementu maksymalnego a nastep-
nie minimalngo, (b) dzielenie zadania na podzadania. Okreslié¢ ztozonos$é obliczniowa
algorytméw.

Poda¢ algorytm mnozenia dwoch n-bitowych liczb dwéjkowych z zastosowaniem me-
tody dzielenia zadania na podzadania. Okresli¢ ztozono$¢ obliczeniows algorytmu.

Wyprowadzi¢ rozwiazania réwnan rekurencyjnych: T'(n) = b dla n = 1 oraz T'(n) =
aT'(%) +bn dla n > 1. Poda¢ interpretacje rozwigzai.

Omowi¢ zasade réwnowazenia rozmiaréw podzadan na przykladzie zadania sortowa-
nia, rozwazajac algorytm sortowania przez wybor prosty oraz rekursywny algorytm
sortowania przez taczenie. Okresli¢ ztozonosci obliczeniowe algorytmow.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.
37.

Sformutowaé¢ zadanie sortowania. Podaé¢ ogdlna klasyfikacje algorytméw sortowania
oraz klasyfikacje algorytmow sortowania wewnetrznego. Podaé¢ definicje pojeé: drzewo
decyzyjne sortowania, gtebokos¢ i wysoko$¢ wierzchotka w drzewie, wysokos¢ drzewa.
Okresli¢ kres dolny zlozonosci obliczeniowej algorytméw sortowania wewnetrznego z
pomocy poréwnan.

Podaé wtasnoéci kopca oraz oméwié sposéb jego implementacji. Podaé i wyjaénié dzia-
tanie procedur: przemiesé_w_gore i przemiesé_w_dot.

Podaé abstrakcyjny opis kolejki priorytetowej. Podaé¢ i wyjaéni¢ dziatanie procedur
wstaw 1 usuri-min dla kolejki implementowanej z pomoca kopca. Jakie sa inne mozliwe
implementacje kolejki? Porownaé je ze soba pod katem zlozonosci obliczeniowe;.

Podaé algorytm budowania kopca (faza 1. sortowania przez kopcowanie). Wyznaczyé
jego ztozonosé pesymistyczna.

Poda¢ algorytm sortowania przez kopcowanie oraz okredli¢ jego pesymistyczna ztozo-
nosé¢ obliczeniowa.

Podaé algorytm sortowania liczb naturalnych z zakresu [1..n] o zlozonosci liniowej.
Czy przy sortowaniu niezbedna jest dodatkowa tablica?

Poda¢ algorytm sortowania kubetkowego. Jaka jest jego ztozono$¢? Co to jest porzadek
leksykograficzny? Podaé¢ algorytm sortowania pozycyjnego. Jaka jest jego ztozono$¢?

Podaé algorytm sortowania przez proste wstawianie (z wartownikiem). Okreslié¢ jego
zlozonos¢ pesymistyczna oraz $rednia.

Poda¢ algorytm sortowania metoda Shella. Jak nalezy dobieraé¢ przyrosty? Jaka jest
zlozonos¢ algorytmu?

Poda¢ algorytm sortowania przez proste wybieranie. Okresli¢ jego zlozonosé pesymi-
styczna oraz $rednia. Jakie sa mozliwoéci ulepszania algorytmu?

Podac¢ algorytm sortowania babelkowego. Jaka jest jego zlozono$é¢? Jakie sa mozliwosci
ulepszania algorytmu?

Podaé algorytm sortowania szybkiego (Quicksort). Co warunkuje jego szybkie dziala-
nie.

Wyznaczy¢ ztozonosé pesymistyczna i drednia algorytmu sortowania szybkiego.

Omoéwié dwie metody wyznaczania k-tego co do wielkosci klucza w tablicy: a) mo-
dyfikacja algorytmu sortowania przez kopcowanie; b) algorytm rekursywny. Jakie sa
zlozonosci tych metod?

Podaé algorytm sortowania plikéw sekwencyjnych przez laczenie proste (na “Srednim”
poziomie abstrakeji). Jaka jest zlozonoéé algorytmu?

Podaé algorytm sortowania plikéw sekwencyjnych przez taczenie naturalne (na “Sred-
nim” poziomie abstrakeji). Jaka jest zlozonosé algorytmu?

Oméwi¢ idee sortowania przez wielokierunkowe laczenie wywazone oraz sortowania
polifazowego. Jakie sa zlozonoéci tych metod?

Sformulowaé zadanie wyszukiwania. Podaé¢ algorytmy wyszukiwania liniowego (bez
wartownika i z wartownikiem) oraz okresli¢ ich zlozonosci $rednie i pesymistyczne.

Poda¢ algorytm wyszukiwania binarnego. Okresli¢ jego zlozono$¢ pesymistyczna.

Poréwnaé algorytmy wyszukiwania liniowego i binarnego pod katem pesymistycznej
zlozonosci obliczeniowej oraz narzutu zwiazanego z koniecznoscig reorganizacji pliku
rekordow.
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39.

40.
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42.

43.

44.

45.

46.
47.

48.

49.

50.

ol.

52.

53.

54.

95.

56.

o7.

58.

Podaé¢ wlasnosci drzewa poszukiwan binarnych oraz procedury szukaj i wstaw operu-
jace na drzewie. Jaki jest koszt wyszukiwania klucza w drzewie?

Podaé¢ i oméwié procedure usuwania klucza z drzewa poszukiwan binarnych.

Dla metody haszowania otwartego poda¢ procedury wyszukiwania, wstawiania i usu-
wania elementu z tablicy haszujacej. Jaka jest érednia zlozono$¢ obliczeniowa kazdej z
procedur?

Dla metody haszowania zamknietego podaé¢ procedury wyszukiwania, wstawiania i
usuwania elementu z tablicy haszujace;j.

Poda¢ wymagania jakie powinna spelnia¢ podstawowa funkcja haszujaca. Wymienié i
omdwic czesto stosowane podstawowe funkcje haszujace.

Omowié¢ metody przezwyciezania kolzji w metodzie haszowania zamknietego. Jakie sa
wady i zalety wyszukiwania i wstawiania haszujacego?

Okresli¢ ztozonosé obliczeniowa haszowania zamknietego. Jak nalezy dobra¢ objetosé
tablicy haszujacej?

Na czym polega restrukturyzacja tablic haszujacych? Co to jest minimalna doskonala
funkcja haszujaca? Podaé przyktad takiej funkcji.

Poda¢ algorytm ,naiwny” wyszukiwania wzorca w tekscie. Jaka jest jego zlozonos¢?

Podaé algorytm wyszukiwania Knutha, Morrisa i Pratta. Jak wyznacza si¢ wartosci
elementéw tablicy nast?

Dla wybranego przykladu podaé algorytm wyszukiwania Knutha, Morrisa i Pratta z
“wbudowanym” wzorcem. Co to jest kompilator procedur wyszukiwania?

Poda¢ algorytm wyszukiwania niezgodnosciowego. Omowié jego dzialanie na przykta-
dzie. Jak wyznacza si¢ wartosci elementéw tablicy skok_1.

Podaé¢ algorytm wyszukiwania Boyera i Moora. Czy jest on bardziej efektywny od
algorytmu wyszukiwania niezgodno$ciowego.

Omowié ide¢ algorytmu zachtannego na przykladzie projektowania sekwencji zmiany
Swiatel dla skrzyzowania. Na czym polega problem kolorowania grafu?

Sformulowaé problem komiwojazera. Podaé: a) algorytm typu “sprawdz wszystkie
mozliwosci”; b) algorytm heurystyczny oparty na postepowaniu zachtannym. Jakie
sg ztozonosci algorytméw?

Sformutowaé i poréwnaé problemy znalezienia marszruty komiwojazera , cyklu Eulera
i cyklu Hamiltona.

Podaé algorytm Dijkstry znajdowania najkrétszych drég z ustalonego wierzcholka.
Objasni¢ jego dzialanie na wybranym przyktadzie.

Omoéwi¢ przeszukiwanie grafu w glab. Podaé zastosowanie tego przeszukiwania dla
problemu znajdowania sktadowych spdjnosci.

Omoéwi¢ przeszukiwanie grafu wszerz. Podaé¢ zastosowanie tego przeszukiwania dla
problemu znajdowania najkrétszej Sciezki w grafie (dlugosé Sciezki liczona liczba kra-
wedzi).

Podaé i oméwié algorytm znajdowania cykli fundamentalnych w grafie. Jaka jest jego
zlozonos¢?

Podaé i oméwi¢ algorytm Kruskala znajdowania minimalnego drzewa rozpinajacego.
Jaka jest jego zlozonosdé?
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59. Podac¢ i oméwié¢ algorytm Prima i Dijkstry znajdowania minimalnego drzewa rozpina-
jacego. Jaka jest jego zlozono$c?

60. Podac¢ i oméwié algorytm wyznaczania cykli Eulera. Jaka jest jego ztozonos¢?

61. Poda¢ i omowié¢ algorytm wyznaczania "™ P, permutacji. Jaka jest jego ztozonosé?

15 Podziekowania

W przygotowaniu pierwszej wersji niniejszych materialow uczestniczyty Beata Bartkowiak i
Beata Gawlik, za$ druga wersje przygotowali Magdalena Biedzka i Zdzistaw Koch. Kolejna
wersje przygotowaly Zofia Imiela oraz Bozena Bartoszek. Wersje nastepne przygotowali Mo-
hamed Daghestani oraz llona Bargiet, Wojciech Mikanik i Joanna Simcak. Wszystkim tym
osobom skladam serdeczne podzigkowania.
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