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1 Wprowadzenie

W wielu algorytmach zachodzi koniecznos§é wygenerowania i sprawdzenia wszystkich albo wybranych ele-
mentoéw pewnej klasy obiektéw kombinatorycznych. Niniejsze opracowanie przedstawia metody generacji
permutacji, podzbioréw i kombinacji.

Algorytmy generujace obiekty kombinatoryczne mozna podzieli¢ na dwie klasy:

e generujace wszystkie obiekty danej klasy, kazdy dokladnie jeden raz,

e generujace losowy obiekt danej klasy w taki sposéb, aby prawdopodobienistwo wylosowania kazdego
obiektu byto jednakowe,

e generujace wybrany (n-ty) obiekt danej klasy.

Czas wykonania algorytmu generujacego wszystkie obiekty danej klasy powinien by¢ rzedu liczby
tych obiektow (mocy zbioru tych obiektéow). Taki algorytm nazywany jest liniowym. Czas generacji
pojedynczego obiektu nie powinien zaleze¢ od jego numeru (n). Wygenerowanie n-tego obiektu jest
zwykle bardziej ktopotliwe niz sukcesywne generowanie wszystkich obiektdw.

Wiekszos$¢ algorytmoéw generujacych wszystkie obiekty kombinatoryczne danej klasy sktada sie z
trzech faz:

e inicjalizacji, potaczonej z wygenerowaniem pierwszego obiektu,
e przetworzenia wygenerowanego obiektu,

e jesli to mozliwe, przeksztalcania biezacego obiektu w nastepny.
Ogolna postac¢ takich algorytmoéw jest wiec nastepujaca:

inicjalizacja(obiekt);

while not(ostatni_element (obiekt)) do
przetwdrz(obiekt); { wykonanie zgdanych operacji }
przeksztalé_na_nastepny (obiekt);

endwhile;

Algorytmy generujace wszystkie obiekty moga je generowaé¢ w réznych uporzadkowaniach. Jesli roz-
nice miedzy kolejnymi obiektami sa minimalne, algorytmy takie nazywane sa algorytmamsi minimalnych
zmian. Inne moga generowaé obiekty uporzadkowane leksykograficznie.

2 Generowanie permutacji

Permutacje naleza do czesto generowanych obiektéw kombinatorycznych. Dowolng permutacje elemen-
tow zbioru {ai,as,... ,a,} mozna zapisa¢ jako ciag indeksow tych elementow, czyli permutacje zbioru
liczb naturalnych {1,2,...,n}. Dlatego oméwione zostana algorytmy generujace wlasnie permutacje
liczb naturalnych, co nie zmniejsza ogdlnosci rozwigzania problemu.



2.1 Permutacje w porzadku minimalnych zmian

Minimalng zmiang prowadzaca do przeksztalcenia jednej permutacji w inng jest pojedyncza transpozycja,
czyli zamiana pozycji pary elementow. Permutacje n elementéw w takim porzadku generuje nastepujaca
metoda rekurencyjna:

e Dla n = 1 permutacja jest (1).

e Dla n > 1 tworzymy przy uzyciu tego algorytmu uporzadkowana liste permutacji n — 1 elementow
i oznaczamy je przez P;i=1,...,(n— 1)L

e Tworzymy uporzadkowana liste permutacji n elementéw generujac n nowych permutacji z kazdej
permutacji P; poprzez wstawianie liczbe n miedzy elementy P;. Miejsc, w ktére mozna wstawic
ten nowy element, jest n. Dla nieparzystych i element n wstawiamy od prawej do lewej strony P;,
dla parzystych od lewej do prawe;j.

Na rysunku 1 przedstawiono przyktadowy przebieg algorytmu dla n = 4.
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Rysunek 1: Generowanie permutacji w porzadku minimalnych zmian. Podkreslone zostaly elementy
wstawiane w kolejnych krokach. Zaleznie od parzystosci numeru iteracji wstawiane sa prawej do lewej
badz od lewej do prawej strony poprzedniej permutacji.

Taka procedura generuje permutacje w porzadku minimalnych zmian, ale metoda rekurencyjna, nie
stosujaca tych zmian do generacji permutacji. Jest rowniez mozliwe iteracyjne generowanie permutacji,
ale nie zostanie tutaj oméwione!.
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2.2 Permutacje w porzadku leksykograficznym

Uwaga: ten podrozdzial nie zostal omowiony na wyktadzie.

Porzadek leksykograficzny to taki porzadek, w ktorym permutacje traktowane jako reprezentacje liczb
naturalnych uporzadkowane sg rosnaco, np. 123, 132, 213, 231, 312, 3212. Najistotniejsza czescia algo-
rytmu generujacego wszsytkie permutacje jest sposéb przeksztalcenia biezacej permutacji w nastepna.
Mozna opisac ten sposéb nastepujaco:

e Oznacz kolejne elementy biezacej permutacji przez (a1, az, ... a,).

e Przegladajac elementy od prawej strony, tzn. od a, w kierunku a1, znajdz pierwsza pozycje, dla
ktorej a; < ajq1-

e Przegladajac elementy potozone na prawo od a; znajdZ element a; taki, 7ze jest on najmniejszy
sposrod elementow wiekszych od a;.

e Zamien miejscami element a; z a;.

e Odwr6é kolejnosé elementow (a;q1, ... ,a,). Elementy te zostang uporzadkowane rosnaco. (indeks
i nie ulega zamianie z j w poprzednim kroku).

Przyktadowo, rozwazmy permutacje osmiu elementow (1,7,8,3,6,5,4,2). Przegladamy elementy od
prawej do lewej i znajdujemy sytuacje 3 < 6, czyli a; < a;41 dla i = 4. Nastepnie wéroéd elementéw na
prawo od trojki szukamy wiekszych od 3; znajdziemy 6, 5 i 4. Z tych elementéw wybieramy najmniejszy.
Jest to czworka znajdujaca sie na pozycji 7, czyli j = 7. Teraz zamieniamy j-ty element (czworke) z
i-tym (trojka), otrzymujac (1,7, 8,4,6,5, 3,2). Dalej odwracamy kolejnos¢ elementow lezacych na prawo
od i-tego, czyli czwartego. Otrzymujemy permutacje (1,7,8,4,2,3,5,6), ktora jest szukana kolejna
permutacja w porzadku leksykograficznym nastepujaca po (1,7,8,3,6,5,4,2).

Generacje permutacji w porzadku leksykograficznym nalezy zakoriczy¢ otrzymujac po takim prze-
ksztalceniu permutacje (n,n —1,...,1), ktéra jest ostatnia permutacja w tym porzadku.

2.3 Generowanie n-tej permutacji

Czasem zachodzi konieczno$¢ wygenerowania pojedyczej permutacji o zadanym numerze bez generowania
permutacji ja poprzedzajacych. Numer jest indeksem permutacji w wybranym uporzadkowaniu. Tutaj
zostanie podana przykladowa metoda stosujaca poznane juz wczesniej® tablice inwersji. Jak zapewne
wszyscy pamietaja, tablica inwersji odpowiadajaca pewnej permutacji elementéw 1...n ma n elementéw.
Na i-tej pozycji tej tablicy znajduje sie liczba informujaca, ile elementéw permutacji znajdujacych sie na
lewo od jej i-tego elementu jest wiekszych od tego elementu. Przyktadowo, dla permutacji (4,3,5,2,1)
tablica inwersji ma postac (0,1,0,3,4). Jesli numerujemy pozycje od 1 do n, to na i-tej pozycji tablicy
inwersji moga znalez¢ sie tylko calkowite liczby nieujemne mniejsze od i. Latwo policzy¢, ze réznych n-
elementowych tablicy inwersji jest doktadnie n!, czyli tyle, ile permutacji n elementéw. Istnieje wzajemnie
jednoznaczne odwzorowanie zbioru permutacji w zbiér tablic inwers;ji.

Wyznaczenie tablicy inwersji dla danej permuacji jest prostym zadaniem. Odwrotna operacja, wy-
znaczenie permutacji na podstawie tablicy inwersji, jest nieco trudniejsze*. Elementy permutacji nalezy
uporzadkowaé rosnaco: (1,2,...,n). Szukang permutacje konstruuje sie od ostatniego elementu. W ta-
blicy inwersji na ostatnim, n-tym miejscu znajduje sie liczba t,, = k informujaca, ile elementow szukanej
permutacji na pozycjach od 1 do n — 1 jest wiekszych od n-tego elementu permutacji. Wobec tego na
n-tej pozycji permutacji musi znalezé¢ sie liczba n — k. Podobnie mozna znalezé elementy n — 1, n — 2
itd. az do 1.
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Pozostaje wiec do rozwigzania wyznaczenie n-tej tablicy inwersji, czyli przeksztalcenie liczby n na
zawarto$¢ tablicy inwersji. Pomocne okazuja sie tu niejednorodne systemy pozycyjne. Przyzwycza-
jeni jestesmy do stosowania pozycyjnego systemu dziesietnego, ktory jest systemem jednorodnym, tzn.
wagi kolejnych cyfr réznig sie o staly czynnik, nazywany podstawa r (r > 1). Zapisujac liczbe N jako
ciag cyfr d; takich, ze 0 < d; < r:

dipdp—1dg—2...d1, di #0
wyznaczamy jej warto$¢ N nastepujaco:
N =dy+dir + dor® + ... + dypr*

Dla systemu dziesietnego r = 10.
W niejednorodnych systemach pozycyjnych zamiast r stosowany jest ciag liczb naturalnych rq, 7
itd. Wtedy podanemu wczes$niej ciagowi odpowiada

k—1
N = do + d17'0 + d27‘07‘1 + +d37‘07‘17‘2 R dk H r;
=0

gdzie 0 < d; < ri, di, # 0 (oprocz N = 0). Przykladem takiego systemu jest zapis czasu w formacie
DHMS (dni, godziny, minuty, sekundy). Dla takiego formatu ro = 60, 71 = 60, ro = 24.
W omawianym problemie wyznaczania tablic inwersji przyda sie tzw. silnia-system:

N =do0!' + dy 1! + do2! + ... + dyp k!
gdzie 0 < d; <i+1,d, #0 (oprocz N = 0), dy =0 (zawsze); r; =i + 1. Cyfry tak zapisanej liczby N
sa bezposrednio zawartosciag N-tej tablicy inwersji.

Algorytm przeksztatcania liczby N na liczbe w niejednorodnym systemie pozycyjnym (w szczegolnosci
silnia-systemie) jest nastepujacy:

do := 0;
q :=N;
k :=0;

while g<>0 do
dk := q mod rk;

q :=q div rk;
k := k+1;
endwhile;

if k<>0 then k:=k-1;

Tym sposobem majac dany numer permutacji n mozna najpierw przeksztalci¢ n na liczbe w silnia-
systemie, wypekié tablice inwersji cyframi tej liczby i na podstawie tablicy inwersji utworzy¢ permutacje.

2.4 Generowanie losowej permutacji

Znajac metode generowania k-tej permutacji, mozna wylosowaé liczbe z przedziatu od 1 do n! (gdzie n jest
liczba permutowanych elementow) i utworzyé k-ta permutacje. Jesli kazda liczbe generowalismy z takim
samym prawdopodobienistwem, to rowniez kazda permutacja jest wtedy jednakowo prawdopodobna.

Inny spos6b to dokonanie n — 1 transpozycji. Zaczynamy od permutacji o uporzadkowanych rosnaco
elementach (1,2,...,n). Zamieniamy n-ty element z losowo wybranym elementem sposrod 1 do n.
Nastepnie element n — 1 zamieniamy z jednym z elementéw sposrod 1 do n — 1 itd. Mozna wykazaé, ze
tutaj rowniez wszystkie permutacje sa jednakowo prawdopodobne®.
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3 Podzbiory

Podzbioréw zbioru n-elementowego jest 27, liczac lacznie ze zbiorem pustym. Tworzenie podzbioréw
jest rownowazne tworzeniu n-bitowych ciggéw binarnych. Element a; nalezy do podzbioru wtedy i tylko
wtedy, gdy i-ty element ciagu jest jedynka.

Zagadnienie generowania wszystkich podzbioréw sprowadza sie do wygenerowania wszystkich n-
bitowych liczb dwojkowych®. Generowanie losowego podzbioru to wylosowanie liczby z przedziatu od 0
do 2" — 1 i zamiana tej liczby na postaé¢ dwojkowa.

4 Kombinacje, czyli podzbiory k-elementowe zbioru n-
elementowego

W sposob ,brutalny” mozna wygenerowaé takie podzbiory generujac wszystkie mozliwe podzbiory (jak
w poprzednim punkcie) i wybierajac sposrod nich te, ktore maja dokladnie k elementow. Jednak w ten
sposéb zawsze trzeba bedzie przetworzy¢ 2™ podzbioréw, tymcezasem kombinacji jest tylko (Z)

4.1 Porzadek leksykograficzny

Przedstawiony zostanie metoda generacji kombinacji w porzadku leksykograficznym. Na przyktad, jesli
elementami zbioru beda liczby {1,2,3,4,5,6} i maja zosta¢ wygenerowane trzyelementowe kombinacje,
to beda one mialy nastepujacy porzadek: 123, 124, 125, 126, 134, 135, 136, 145, 146, 156, 234, 235, 236,
245, 246, 256, 345, 346, 356, 456.

Algorytm jest nastepujacy:

e Poczatkowa kombinacja to (1,2,... k)
e Kolejng kombinacje tworzymy z biezacej w nastepujacy sposéb:

— przegladamy biezaca kombinacje od prawej do lewej strony. Znajdujemy element, ktory jeszcze
nie osiggngt maksymalnej wartosci.

— Element ten zmiekszamy o 1, a wszystkie elementy po jego prawej stronie otrzymuja najnizsze
z dopuszczalnych warto$ci.

4.2 Porzadek minimalnych zmian

Przy generacji kombinacji w porzadku minimalnych zmian korzysta sie z pojecia kodu Gray’a. W
zwykle stosowanej odmianie jest to sekwencja ciagdéw binarnych, w ktérej kolejne dwa ciagi binarne
roznia sie dokladnie na jednej pozycji. Na przykiad dla dwoch bitéw moze to byé sekwencja 00, 01,
11, 10; dla trzech bitéw 000, 001, 011, 010, 110, 111, 101, 100. Jak wida¢, sekwencje takie mozna
tworzy¢ rekurencyjnie: przy trzech bitach wystarczy przepisaé¢ ciag sekwencji dwubitowych najpierw w
normalnym porzadku dopisujac zera, potem w odwrotnym porzadku dopisujac jedynki. Mozliwe jest
tez tworzenie sekwencji o dlugosciach innych niz 2", np. przez znajdowanie zamknietych drég w tzw.
tablicach Karnaugha'.

Do generacji kombinacji korzysta sie z nieco innego rodzaju kodu Gray’a. Kolejne ciagi ro6znia sie
na dokladnie dwoch bitach 1 maja zawsze te sama liczbe jedynek (réwna k). Koncepcja generacji takich

6co jest tak prostym zadaniem, ze przedstawianie tutaj jego rozwigzania mogloby urazi¢ stuchaczy
"byly omawiane na kursie Teorii Automatow



sekwencji jest podobna do przedstawionego wczesniej rekurencyjnego generowania ,zwyktych” kodéw.
Przez G(n, k) oznaczymy sekwencje ciaggoéw n-bitowych o k jedynkach. Wtedy:

(0 Gn-1,k)
Gln, k) = ( 1 Gn—1,k—1)F )

Zapis G(n — 1,k — 1)® oznacza, 7e chodzi o sekwencje G(n — 1,k — 1), ale w odwroconej kolejnosci.
G(n,0) = 0000. ..0

Dla G(n,0) ciagiem jest ciag n zer.
G(n,n)=1111...1

Dla G(n,n) ciagiem jest ciag n jedynek.

Od Czytelnika oczekuje sie przeanalizowania tego wzoru rekurencyjnego na prostym przyktadzie, np.
dla G(4,2). Wynikowa sekwencja jest: 0011, 0110, 0101, 1100, 1010, 1001. Czytelnik zechce réwniez
sprawdzié, ze kolejne ciagi r6znig sie doktadnie na dwoéch pozycjach.

4.3 Losowe podzbiory

Aby wygenerowaé k-elementowy, losowy podzbior zbioru S = {a1,as,... ,a,}, nalezy wylosowaé jeden z
n elementdéw tego zbioru i uzupelnié podzbiorem k—1 elementowym zbioru S pozbawionego wylosowanego
elementu.
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